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内 容 提 要

本书较系统地介绍了与环境问题有关的流体力学基本知识。全书共分

八章。第一章为流体运动的基本概念和基本方程。第二、三章为紊流 (湍流 )

基础 , 包括紊动的发生、紊流的描述、紊流的基本方程和紊流模型。第四至第

八章依次为扩散理论 , 剪切流中的离散 , 射流、浮力羽流和浮射流 , 分层流 ,

及地下水中的弥散 , 既有基本理论 , 也注意介绍在地表水、大气和地下水污

染分析中的应用。

本书可作为环境工程、水利工程或其他有关专业的研究生课和大学高

年级学生选修课的教材或参考书 , 也可作为与环境有关专业的科研、教学、

工程技术人员的参考用书。
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重印说明

本次印刷除对 1992年第一次印刷出稿的印刷错误作了全面

的改正,极少量个别文句稍加修改以外, 由清华大学水利水电系李

玉梁教授提供第一章和第三章至第六章的习题, 集中印于正文之

后,供读者参考应用。

编者附记 
1997年 11 月 
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前  言

环境问题是当前和人类生存关系至为密切的一个重要问题。

为处理好环境问题需要了解自然环境变迁的规律以及研究保护和

改善环境的技术。前者如河道演变、水土流失、洪水和飓风的破坏,

后者如水资源和大气污染的监测、评价、及其防治保护措施等, 许

多工作都和流体运动有关。广义说来, 环境流体力学包括研究所有

和环境问题有关的流体运动的知识;但从狭义说来, 则以其中重要

而普遍的部分, 即污染物质在各种水域和大气中扩散与输移的规

律为主要内容。

废水排放的受纳水域有地面的河流、湖泊、水库和海湾等, 有

些污染物质还可能渗入到地下水域中,如农田的农药、河道中沉积

毒物和放射性物质等都可能向地下入渗。由于流体域性质的不同,

影响污染物质扩散输移的因素也各异。如深水湖泊、水库中的水体

有温度分层的特点,河口、海湾内可能有密度分层、潮汐和风力的

作用, 工厂烟囱排出的废气在大气中扩散还会受到大气紊动和地

表环境等因素的影响。

另一方面,由于污染物性质的不同, 在流体中浓度分布的规律

也会变化。例如,热污染中温度的分布受热力学因素的影响, 化学

污染中污染物质受生化作用在水体中有其生长与衰减的过程, 重

金属污染中则还有固、液两相和吸附等复杂作用。但无论如何, 由

于流体运动所导致的对含有物质的扩散、输移作用总占重要地位

而需要先行分析清楚,这在排放口近区主要是射流运动性质, 在远
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区则属随流扩散性质。一般研究常从简单情况出发, 先不考虑污染

物质的存在对流动的影响,即把它作为一种标志物质即示踪物质

来分析,而将污染物质的特性部分另行专门处理。

按此考虑,本书先扼要回顾流体运动的基本概念和基本方程,

包括几种重要的简化流动类型的理论。由于紊动和扩散的密切关

系, 以及近年对环境流动已有不少引用较精确的紊流模型进行分

析,故在第二、三章介绍一般基础流体力学或水力学课程很少涉及

的紊流基础知识。然后再分章介绍扩散理论、剪切流中的离散、紊

动射流(包括浮力羽流和浮射流)、分层流以及地下水中的弥散等

方面较专门的基本理论和分析方法,以为分析各类环境流体域中

物质的扩散、混合与输移问题的基础。至于有关生化作用和地球物

理方面属于其他专门著作的内容则未涉及。

本书曾作为清华大学环境工程系和水利系研究生课的教材,

其前版是《环境水力学理论基础》讲义( 1984年 1月) , 并曾在 1985

年联合国教科文组织资助的《水环境中污染物混合输移的分析与

计算》继续教育进修班上讲授部分内容, 后来课程名称改为环境流

体力学,故改用本书名, 内容也在教学过程中不断修改和补充。对

于在研究生阶段另选流体力学课的学生,第一章和第二、三章的部

分内容可以不学,此外还可按学时情况对内容按需要选习。环境流

体力学是针对环境问题需要而新设的一门技术基础课程, 学科本

身还在形成发展中。本书内容的安排与材料的取舍, 只是编者目前

的看法,其中缺点和错误甚盼读者指正。成书过程中得到夏震寰教

授的鼓励, 张永良、郝吉明、李玉梁、陆琦等同志均曾提供宝贵意

见,谨并致谢。

编 者  
1991 年 3 月  
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主要符号表

本表包括各章通用的主要符号意义 , 其他局部使用的符号则在出现时说

明。

 �英文符号:

A    U断面面积。

a 加速度。

B U比浮力通量(单位质量流体的浮力通量) ; 水面宽度。

B0 出口起始断面比浮力通量。

b 射流主体段的半厚度; 槽底宽度。

b0 出口起始断面的射流半厚度。

bc 射流势流核心区的半厚度。

bm 射流混合区的厚度。

be 流速 u= um/ e 处的射流半厚度。

b1/ 2 流速 u= um/ 2处的射流半厚度。

C U各种系数; 槽流摩阻的谢才系数; 断面平均浓度的简写。

CD 阻力系数。

C a 断面平均浓度。

c 浓度场的点浓度。

cm 断面上的最大浓度; 射流轴线浓度。

c0 出口起始断面的浓度。

cp 浓度矩; 定压比热。

cv 定容比热。

D 直径。

D m 分子扩散系数。
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D t 紊动扩散系数。

D t l 纵向紊动扩散系数。

D t t 横向紊动扩散系数。

D ij 紊动扩散系数张量。

D L 纵向离散(弥散)系数。

D T 横向离散(弥散)系数。

D h 地下水水动力弥散系数。

D′ 地下水机械弥散系数。

D d 地下水有效分子扩散系数。

d 粒径。

E 总能量; 能谱密度; 射流的卷吸率。

E k 埃克曼数。

e 单位质量流体的内能 .

F U力; 单位质量流体的质量力; 分布函数; 函数符号。

F c 移流扩散方程的源汇项。

F d 密度弗劳德数。

F d
0

出口起始断面的密度弗劳德数。

F r 弗劳德数。

f 摩阻系数; 函数符号。

f i 内界面摩阻系数。

f ( r ) 纵向相关系数。

G 重力。

g 重力加速度。

g * 折减重力加速度

g *0 出口起始断面折减重力加速度。

g ( r ) 横向相关系数。

H 水深。

h 水深。

h1 二层流的上层水深。

h2 二层流的下层水深。
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h c 临界水深。

h0 出口断面起始水深。

hB 浮力主导的浮射流浮升终点高度。

hm 动量主导的浮射流浮升终点高度。

I 积分值。

I w 水面坡度。

i, ib 槽底纵坡。

if 摩阻坡度。

K 综合扩散系数; 混合系数。

K x 纵向混合系数。

K y 横向混合系数。

k U单位质量流体的紊动动能; 波数; 渗透系数。

L 长度; 特性长度; 距离。

L 0 射流起始段长度。

l 普兰特动量传递理论的混合长度。

l 0 出口起始断面的特征长度。

l Q 动量射流的流量特征长度。

l m U浮射流综合反映起始浮力和起始动量的特征长度。

l a 综合反映横流与密度分层的特征长度。

lω 泰勒涡量传递理论的混合长度。

M 动量通量; 扩散质的总质量。

M 0 起始动量通量。

m U比动量通量(单位质量流体的动量通量)。

m0 起始比动量通量。

N 布伦特-韦伊塞勒频率。

n 频率; 槽床糙率; 孔隙率。

O 原点。

P 压力; 概率。

P e 佩克立数。

p 压强; 概率密度函数。
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Q U体积流量(比质量通量) ; 扩散质通量; 源强度。

Q 0 出口断面起始流量。

QE 卷吸流量; 欧拉的时间相关(自相关)。

QH 热通量。

Qij 空间相关。

q 单宽流量。

q
2 三个脉动流速分量的平方和。

qλ 单位面积吸热率。

qR 单位质量流体吸收辐射热率。

R 流速比(射流出口流速/ 横流流速)。

R a 1/ R。

Rij 两随机变量的相关系数。

RE ( t) 欧拉的自相关系数。

RL (τ) 拉格朗日的自相关系数。

Re 雷诺数。

Ri 理查森数。

Rp 浮羽流的理查森数。

Ro 罗斯比数。

Rd 弥散中的阻滞因子。

r 半径; 径距; 径向坐标。

S U变形率张量; 平均稀释度; 分层流体中浮射流的两个综合特征

长度之比。

S m 轴线上稀释度。

s 曲线坐标; 曲线段长度; 熵。

T 温度; 周期。

T c 断面混合的时间尺度。

T E 欧拉积分时间比尺。

T L 拉格朗日积分时间比尺。

t 时间。

U 均匀流的纵向流速。
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ui( i= 1, 2, 3)

u、v、w
 
欧拉流场直角坐标系的点流速分量 ,一般依次为纵向、横

向及铅垂向。

u0 , w 0 射流出口断面起始流速。

u a 横流流速。

ui 二层流的界面流速。

um , wm 断面上最大流速; 射流轴线流速。

vi( i= 1, 2, 3)  拉格朗日质点速度分量。

V 断面平均流速。

V 1 二层流的上层流速。

V 2 二层流的下层流速。

v 柯尔莫戈罗夫速度比尺。

v e 卷吸流速。

v* 摩阻流速。

W 功。

x i( i= 1, 2, 3)

x、y、z
 
直角坐标系的三个正交坐标 ,一般依次为纵向、横向及铅

垂向。

z m 综合反映浮射流起始动量与横流流速的特征高度。

z B 综合反映浮射流起始浮力与横流流速的特征高度。

 �希腊字符号:

α    ;;流体微团邻边夹角; 热扩散系数(导温系数) ; 卷吸系数。

β 体积膨胀系数。

γ 重度; 两种比热之比( cp / cv)。

Γ 速度环量。

δ 边界层厚度。

δij 张量算符。

ε W单位质量流体的能量耗损率;射流的扩展系数; 无量纲密度差

Δρ
ρ
。

ζ 坐标; 浮射流的一个无量纲高度。

η 坐标; 无量纲距离; 柯尔莫戈罗夫长度比尺。

Θ 二层异重流的科立根数。
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θ 角度。

κ 紊流的卡门常数。

λ ;波长; 热传导系数; 浓度分布剖面与速度分布剖面的宽度比。

λf 紊动的纵向微比尺(纵向耗能比尺)。

λg 紊动的横向微比尺(横向耗能比尺)。

Λf 紊动的纵向积分比尺。

Λg 紊动的横向积分比尺。

ΛL 拉格朗日扩散长度比尺。

μ 粘滞系数。

μ� 无量纲流量比; 稀释度。

ν 运动粘滞系数。

νt 紊动粘性系数(涡粘性系数)。

ξ 均匀流的随流坐标。

ρ 密度。

ρ1 二层流的上层密度。

ρ2 二层流的下层密度。

ρa 周围环境密度。

ρ0 出口断面起始密度。

ρm 断面最大密度; 射流轴线密度。

Σ 应力张量。

σ 标准差 ,常数。

σ2 方差。

σk 紊流 k 方程中系数。

σε 紊流 ε方程中系数。

τ 时间; 剪切应力。

τ0 槽壁剪切应力。

τE 紊动的欧拉时间微比尺。

Φ 耗散函数; 射流当地特性参数。

φ 流速势。

ψ 流函数。
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ω 角转速。

Ωi( i= 1, 2, 3)涡量(旋度)。

附加符号:

顶标“- ”(如 u�)  系综平均值; 时间平均值。

顶标“′”(如 u′)  脉动值。

顶标“^ ”(如 u
�)  偏离值(时均值与断面平均值之差)。

顶标“～”(如 c�)  潮周平均值。

 〈 〉(如〈c〉)  断面平均值。
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第一章 流体运动的基本概念

和基本方程

  为便于进行以后各章较为专门问题的讨论, 本章将较系统地

对流体运动的基本概念和基本方程作一回顾, 其中在一般大学本

科流体力学或水力学教材中已有的内容,不再详细推导公式, 一般

教材中没有而对研究环境问题有需要的概念和方程,则作必要的

补充。

1. 1 描述流体运动的几个概念

一、连续介质假设

  实际流体的结构是由彼此间有空隙并进行复杂微观运动的大

量分子所组成。由于流体力学研究的是流体的宏观机械运动, 一般

引入连续介质的假设, 认为流体所占有的空间连续而无空隙地充

满着流体质点(也称流体微团) ,质点的尺度在微观上足够大, 大到

能包含大量的分子,使得在统计平均后能得到其物理量的确定值;

质点的尺度在宏观上又足够小,远小于所研究问题的特征尺度, 使

得其平均物理量可看成是均匀的; 而且可以把质点看成是几何上

的一个点。

有了连续介质假设就可以把流体的物理量作为空间坐标和时

间的连续函数,充分利用数学分析这个有力的工具来解决问题。

·1·



二、流动的基本特性参量

实际工作中要了解流体的运动就要知道表述流动特性的物理

量的大小。这些物理量中, 描运动状态的主要是速度 v, 和运动有

密切关系的流体特性有压强 p ,密度 ρ, 温度 T 及含有物的浓度 c①

等,可统称为流动的基本特性参量。其中速度和压强是矢量,密度、

温度和浓度则是标量。

流体力学中描述流体运动的方法有拉格朗日法和欧拉法。拉

格朗日法以研究个别流体质点的运动为基础, 通过对各个质点运

动的研究来获得整个流体的运动规律。对于直角坐标系, 以初始时

刻流体质点的坐标 a, b, c作为区分质点的标志, 称为拉格朗日变

数, 任何时刻 t 任何质点在空间的位置是拉格朗日变数和时间的

函数

r = r ( a , b, c, t) ( 1. 1)

或 x = x ( a , b, c, t)

y = y( a , b, c, t)

z = z( a , b, c, t)

( 1. 1a)

质点的速度和加速度可由式 ( 1. 1)对时间 t 的一阶偏导数和二阶

偏导数得到。

虽然以后在个别问题中会用到拉格朗日法, 一般常用的是欧

拉法。欧拉法是在流动空间中, 描述空间各固定点上流体通过它时

的运动状态,也就是空间固定点上各个流动特性参量的大小。这些

参量是空间点的坐标和时间的函数。用直角坐标表示为 �

v = v( x , y , z , t) ( 1. 2)

p = p ( x , y , x , t) ( 1. 3)

·2·
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ρ= ρ( x , y, z , t) ( 1. 4)

T = T ( x , y , z , t) ( 1. 5)

c = c( x , y , z , t) ( 1. 6)

也就是研究确定包含有时间变化的矢量场或标量场,统称流场。这

样就可以利用数学上场论的知识。

三、流线

拉格朗日法描述的质点运动过程,几何上可用轨迹线, 简称迹

线来表示。在欧拉法则建立流线的概念。流线是在流场中表示在

同一时刻各空间点上流体质点运动方向的曲线, 线上任一点的切

线方向与流体在该点的速度方向一致。按此定义流线的微分方程

为

dx
u

=
dy
v

=
dz
w

( 1. 7)

或 v× dr = 0 ( 1. 7a)

  在具体的边界条件下求得流线的方程就可以在流场中绘出流

线图形,也称为流谱, 它可清晰地表示出流动的状态。图 1. 1 为流

线及典型流谱的示例。

四、质点导数(随体导数)

流体质点的速度对时间的变率即为质点的加速度 a , 对于直

角坐标系

a =
Dv
Dt

=
�v
�t

+
�v
�x

dx
dt

+
�v
�y

dy
dt

+
�v
�z

dz
dt

=
�v
�t

+ u
�v
�x

+ v
�v
�y

+ w
�v
�z

( 1. 8)

=
�
�t

+ v ¡¤è v ( 1. 8a)
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图 1. 1 流线及流谱

式中:
�v
�t
为当地加速度; ( v·è ) v为迁移加速度。

D
Dt

=
�
�t

+ v ¡¤è ( 1. 9)

称为质点导数, 或随体导数。对于流场中的任何流动参量 B(如 ρ、

T 等)都可以求它对时间的全导数,即质点导数

DB
Dt

=
�
�t

+ v ¡¤è B ( 1. 10)

式中右边依次为它的当地变率项和迁移变率项。

对于柱坐标系, 令 r、φ、z 分别为径向、方位角和轴向的坐标,

质点导数为

D
Dt

=
�
�t

+ v r
�
�r

+ vφ
1
r
�
�φ

+ v z
�
�z

( 1. 11)

  在以后各章中会看到式( 1. 10)的广泛应用。
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1. 2 运动流体的应力和变形关系,

本构方程      

  运动着的流体由于速度场的不均匀性而产生变形, 流体内部

存在应力,应力与变形的关系是分析流动的一个重要问题。

一、流体微团运动的分解

取一个微小正交六面体流体单元来分析 , 图 1. 2表示它在

x-y 平面上的投影。微团 ABCD 经过时间 dt后移动至 A
′
B
′
C
′
D
′
的

位置,形状也发生改变, 这是 A、B、C、D 各点流速不同的结果。经

过移动变形后,各点的位置和流速变率之间的关系如图所示。这个

运动结果可以看作是由下列四种基本形式的运动组合而成:

1. 平移 微团形状不变,整个平行移动。

图 1. 2 流体微团运动的分解
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2. 线变形 各边伸长或缩短。

3. 角变形 相邻正交的两边夹角发生变化,微团形状改变。

4. 转动 微团整个象刚体一样转动。

各种基本运动对时间的变率在各方向的分量可表示如下:

平移速度 u , v, w

线变率 S x x =
�u
�x

, S yy =
�v
�y

, S z z =
�w
�z

( 1. 12)

  角变率

S x y = S yx =
1
2

dα
dt

=
1
2

(ω1 - ω2 ) =
1
2
�v
�x

+
�u
�y

S y z = S z y           =
1
2
�w
�y

+
�v
�z

S z x = S x z           =
1
2
�u
�z

+
�w
�x

( 1. 13)

  角转速

ωz =
1
2

(ω1 + ω2 )        =
1
2
�v
�x

-
�u
�y

ωx               =
1
2
�w
�y

-
�v
�z

ωy              =
1
2
�u
�z

-
�w
�x

( 1. 14)

对于变形部分可综合写为变形率张量 S

S =

S x x S x y S x z

S y x S y y S y z

S z x S z y S z z

  由此可以把流场中任何邻近两点速度的变化关系用微团基本

运动的组合来表达。设流场中任一点O 的流速分量为 uo、vo、w o, 距

O 点 ds处某点的流速分量为 u、v、w、u = uo + du, v = vo + dv, w =
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w o+ dw。将 du 按泰勒级数展开

du =
�u
�x o

dx +
�u
�y o

dy +
�u
�z o

dz

配项整理代入 u 式, 并用( 1. 12)、( 1. 13)、( 1. 14)各式关系,可得

同理

u = uo + ωy dz - ωzdy + S x x dx + S x y dy + S x zdz

v = vo + ωz dx - ωx dz + S yy dy + S y zdz + S y x dx

w = w o + ωx dy - ωy dx + S z z dz + S z x dx + S z y dy

( 1. 15)

各式右边第一项为平移速度; 第二、三项为转动产生的速度增量;

第四、第五和第六项分别为线变形和角变形产生的速度增量。所

以,流场中任一点的流速一般都可以认为由平移、转动和变形三部

分组合而成。

二、运动流体的应力

运动着的有粘滞性的流体内部存在压应力和切应力。通过任

何一点取正交于 x 轴的平面, 作用于平面上该点有法向应力- p x x

(“ - ”号表示其方向与 x 轴正方向相反)及切应力 τx y和 τx z (第一

个下标表示作用面的法线方向, 第二个下标表示应力的作用方

向)。同样在正交于 y 轴的平面上作用的应力有- p y y、τyx和τy z ; 在

正交于 z 轴的平面上作用的应力有- p z z、τz x和τz y。这样, 任一点在

三个正交的作用面上的应力共有 9 个分量,可排列为

- p x x τx y τx z

τy x - p yy τy z

τz x τz y - p z z

= Σ

称为应力张量。其中可证明 �

τx y = τy x    

τy z = τz y

τz x = τxz
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因而只有 6 个是独立的。过该点任何方向的平面上的应力都是这

6个应力的函数。

三、应力和变形的关系, 本构方程

流体的种类不同,其应力和变形的关系也不同。反之, 可按应

力和变形的关系来区分流体的类型。

从体积变形和压应力的关系看, 体积为 dx dydz 的流体微团

经时间 dt 后,由于边长改变, 其体积膨胀量为

dx +
�u
�x

dx dt dy +
�v
�y

dy dt dz +
�w
�z

dzdt - dx dy dz

≈
�u
�x

+
�v
�y

+
�w
�z

dx dydzdt

单位体积在单位时间的膨胀量 , 即体积膨胀率为
�u
�x

+
�v
�y

+
�w
�z

= è ·v。当è ·v= 0, 则体积压缩系数 β= -
dV
V

dp = 0,流体就

是不可压缩的。反之,当è ·v≠0,则为可压缩流体。

从角变形和切应力的关系看,如用指数形式表示为

τ∝ S n

当 n= 1时为牛顿流体,其本构关系为牛顿内摩擦定律。当 n≠1 时

为非牛顿流体,其应力与变形率的关系一般是非线性的。环境问题

中虽然也会遇到非牛顿流体,但大多数都属于牛顿流体, 本书也限

于讨论牛顿流体。

对于牛顿流体,按牛顿内摩擦定律, 在二维平行直线流动中的

切应力为

τy x = μ
du
dy

= μ
dα
dt

式中μ为粘滞系数, α为微团邻边的夹角。将这个切应力与角变率
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的线性关系推广到一般空间流动, 斯托克斯作了应力与变形速率

成线性关系和这个关系在流体中各向同性的假定, 在三个正交平

面上可得出切应力的关系式

τyx = τx y = 2μS x y = μ
�v
�x

+
�u
�y

τz y = τyz = 2μS yz = μ
�w
�y

+
�v
�z

τxz = τz x = 2μS z x = μ
�u
�z

+
�w
�x

( 1. 16)

  对于压应力,在静止流体中它是各向相等的。在流动流体中因

有粘滞性在起作用, 一般说 p x x≠p yy≠p z z。但可以证明在同一点

上, 三者之和与这组正交平面的方向无关, 即不论坐标轴怎样转

动, p x x + p y y + p z z值保持不变。因此, 取三者的平均值,以 p 表示,

即

p =
1
3

( p xx + p y y + p z z) ( 1. 17)

则 p = p ( x , y , z , t)成为一个标量函数。于是可表示 �

p x x = p + p′xx     

p y y = p + p ′y y

p z z = p + p′z z

p
′
xx、p
′
yy及 p

′
z z可认为是由于粘滞性作用所引起的加在平均值上的

附加应力。从斯托克斯的假定出发可以推得

p xx = p +
2
3
μè ¡¤v - 2μ

�u
�x

p yy = p +
2
3
μè ¡¤v - 2μ

�v
�y

p z z = p +
2
3
μè ¡¤v - 2μ

�w
�z

( 1. 18)

式( 1. 16)和式( 1. 18)称为各向同性的牛顿流体的本构方程。实际
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流体都具有粘滞性,没有粘滞性的流体称为理想流体, 是一个简化

的概念。

1. 3 连 续 方 程

流体流动参量的变化必然也遵循物理学的普遍定律, 这些普

遍定律在流体运动上的表现形式写成数学上的表达式即成为支配

流体运动的基本方程。

第一个基本方程是连续方程。它是以流体作为连续介质的前

提下,质量守恒定律在流体运动上的表现形式。

图 1. 3 为流动空间中的一个微小六面体, 以它作为空间的一

个控制体积,分析流入、流出这个控制体积的流体质量与控制体积

内部流体质量变化之间的关系,在连续性的前提下, 按质量守恒定

律可得出可压缩流体的欧拉型连续性微分方程为

�ρ
�t

+
�(ρu)
�x

+
�(ρv)
�y

+
�(ρw )
�z

= 0 ( 1. 19)

图 1. 3 控制体积的入流与出流
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它的矢量形式为

�ρ
�t

+ è ¡¤(ρv) = 0 ( 1. 19a)

将式( 1. 19)展开得

�ρ
�t

+ u
�ρ
�x

+ v
�ρ
�y

+ w
�ρ
�z

+ ρ
�u
�x

+
�v
�y

+
�w
�z

= 0

即
Dρ
Dt

+ ρ
�u
�x

+
�v
�y

+
�w
�z

= 0 ( 1. 20)

  对于不可压缩流体,质点在运动过程中其密度不改变, 密度的

质点导数
Dρ
Dt

= 0, 由式( 1. 20)得

�u
�x

+
�v
�y

+
�w
�z

= 0 ( 1. 21)

或 div v = 0    

è ¡¤v = 0 ( 1. 21a)

  对于等密度的流体, ρ= con st , 由式( 1. 20)也得到式( 1. 21)。

式( 1. 21)即为不可压缩流体的连续性微分方程。

连续性微分方程不论是定常流或非定常流, 实际流体或理想

流体均可适用。

连续方程的积分形式是

�
A
ρ( v ¡¤n) dA = -

�
�t�τρdτ ( 1. 22)

式中 A 为有限控制体的封闭表面面积, n 是面的外法线单位矢量,

τ是控制体的体积。对于一维流动,则有

ρm VA = const ( 1. 23)

式中ρm 为断面平均密度; V 为断面平均流速, A 为断面面积。

1. 4 运 动 方 程

流体运动的第二个基本方程是运动方程, 它是牛顿第二运动
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定律在流体运动上的表现形式,也称为动量方程。

在流场中取微小流体六面体作为隔离体进行分析。作用于此

六面体的表面力如图 1. 4 所示, 作用于每单位质量流体的质量力

为 F , 它的三个分量为 X , Y, Z,六面体的质量为 ρdx dy dz。按牛顿

运动定律 f = ma , 可推导出以应力表示的流体运动方程为

X +
1
ρ

-
�p x x

�x
+
�τyx

�y
+
�τz x

�z
=

Du
Dt

Y +
1
ρ +
�τx y

�x
-
�p yy

�y
+
�τz y

�z
=

Dv
Dt

Z +
1
ρ

+
�τx z

�x
+
�τy z

�y
-
�p z z

�z
=

Dw
Dt

( 1. 24)

图 1. 4 作用于流体微元的各种力
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  对于牛顿流体 , 将应力和变形率关系的本构方程 ( 1 . 16 )、

( 1. 18)代入式( 1. 24) ,得到

Du
Dt

= X -
1
ρ
�p
�x

+
�
�x
μ
ρ

2
�u
�x

-
2
3
è ¡¤v

  +
�
�y
μ
ρ
�u
�y

+
�v
�x

+
�
�z
μ
ρ
�w
�x

+
�u
�z

Dv
Dt

= Y -
1
ρ
�p
�y

+
�
�y
μ
ρ

2
�v
�y

-
2
3
è ¡¤v

  +
�
�z
μ
ρ
�v
�z

+
�w
�y

+
�
�x
μ
ρ
�u
�y

+
�v
�x

Dw
Dt

= Z -
1
ρ
�p
�z

+
�
�z
μ
ρ

2
�w
�z

-
2
3
è ¡¤v

  +
�
�x
μ
ρ
�w
�x

+
�u
�z

+
�
�y
μ
ρ
�v
�z

+
�w
�y

( 1. 25)

这就是粘性流体的运动微分方程 , 常称为纳维-斯托克斯方程

( N-S 方程) , 是流体力学的重要理论基础公式。

对于不可压缩流体, è ·v= 0, 式( 1. 25)简化后并将
D
Dt
项展

开得

�u
�t

+ u
�u
�x

+ v
�u
�y

+ w
�u
�z

= X -
1
ρ
�p
�x

+
μ
ρ
è

2
u

�v
�t

+ u
�v
�x

+ v
�v
�y

+ w
�v
�z

= Y -
1
ρ
�p
�y

+
μ
ρ
è

2
v

�w
�t

+ u
�w
�x

+ v
�w
�y

+ w
�w
�z

= Z -
1
ρ
�p
�z

+
μ
ρ
è 2 w

( 1. 26)

式中拉普拉斯算符è 2 =
�

2

�x
2 +
�

2

�y
2 +
�

2

�z
2。式( 1. 26)即为不可压缩

粘性流体的运动方程,其矢量形式为

�v
�t

+ ( v ¡¤è ) v = F -
1
ρ
è p +
μ
ρ
è

2
v ( 1. 26a)

  对于理想流体,μ= 0, 运动方程进一步简化为
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�u
�t

+ u
�u
�x

+ v
�u
�y

+ w
�u
�w

= X -
1
ρ
�p
�x

�v
�t

+ u
�v
�x

+ v
�v
�y

+ w
�v
�z

= Y -
1
ρ
�p
�y

�w
�t

+ u
�w
�x

+ v
�w
�y

+ w
�w
�z

= Z -
1
ρ
�p
�z

( 1. 27)

称为欧拉运动方程。

在柱坐标系中不可压缩流体的纳维-斯托克斯方程的形式为

 

�vr

�t
+ vr
�v r

�r
+

vφ
r
�vr

�φ
-

v
2
φ

r
+ v z
�vr

�z
= F r -

1
ρ
�p
�r

   +
μ
ρ
�

2
vr

�r
2 +

1
r
�vr

�r
-

vr

r
2 +

1
r

2

�
2
v r

�φ
2 -

2
r

2

�vφ
�φ

+
�

2
vr

�z
2

�vφ
�t

+ v r
�vφ
�r

+
vφ
r
�vφ
�φ

+
vr vφ

r
+ vz
�vφ
�z

= F φ-
1
ρr
�p
�φ

   +
μ
ρ
�2 vφ
�r 2 +

1
r
�vφ
�r

-
vφ
r 2 +

1
r 2

�2vφ
�φ2

+
2
r 2

�vr

�φ
+
�2 vφ
�z2

�v z

�t
+ vr
�v z

�r
+

vφ
r
�vz

�φ
+ v z
�vz

�z
= F z -

1
ρ
�p
�z

   +
μ
ρ
�

2
vz

�r
2 +

1
r
�vz

�r
+

1
r

2

�
2
v z

�φ
2 +
�

2
v z

�z
2

( 1. 28)

相应的连续方程为

�v r

�r
+

v r

r
+

1
r
�vφ
�φ

+
�v z

�z
= 0 ( 1. 29)

  积分型式的运动方程常用动量积分方程的形式

�
τ
ρF dτ+ �

A
p n dA - �

A
ρ( v ¡¤n) vdA =

�
�t�τρvdτ

( 1. 30)

上式表示: 作用于控制体内流体上的外合力加单位时间内通过控

制面流入的流体动量等于控制体内的动量对时间的变化率。
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1. 5 能 量 方 程

实际流体有粘滞性,粘滞切应力作功而消耗机械能, 这些机械

能是以转化为热能的方式而耗损的,所以能量守恒的关系对于实

际流体来说应同时考虑机械能和热能在内。设以 e表示单位质量

流体所含有的内能,它是状态的函数, 包括各种形式的能量, 如随

温度和压力变化的狭义的内能、化学能和电磁能等等。单位质量流

体的动能为 v
2
/ 2。对于一个体积为τ0 的确定系统的能量守恒关系

可表达为

QH + W =
DE
Dt

=
D
Dt�τ

0

ρ e +
v

2

2
dτ ( 1. 31)

式中 QH 为单位时间内由外界传入该系统的热量, W 为外力对系

统所作的功。式右边为系统的总能量 E 对时间的变化率。

QH = �
τ
0

qRρdτ0 + �
A
qλdA ( 1. 32)

qR 为单位时间内由于辐射及其他原因传入系统内单位质量流体

上的热量; qλ为单位时间内通过系统表面单位面积传入的热传导

量。

W = �
τ
0

( F ¡¤v)ρdτ0 + �A
( p n ¡¤v) dA ( 1. 33)

式中右边第一项为单位时间内作用于系统的单位质量流体上的质

量力所作的功; 第二项为作用于系统的表面力的总功率, p n 为作

用于表面的应力。

对于用欧拉法描述的流场,取一个空间坐标固定的控制体分

析,能量方程可写为:

�A
qλdA + �τρqR dτ+ �τ(ρF ¡¤v) dτ+ �A ( pn ¡¤v) dA
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    - �
A

e +
v

2

2
ρ( v ¡¤n) dA =

�
�t�τ ρ e +

v
2

2
dτ

( 1. 34)

式中前 4 项的意义同前述; - �A
e +

v
2

2
ρ( v ¡¤n) dA 表示单

位时间内通过控制面流入的总能量 ( n 是外法线方向, 故有“- ”

号) ; 等式右边代表单位时间内控制体中总能量的增量。这样, 适

用于控制体的能量守恒原理可叙述如下: 单位时间内传给控制体

内流体的热能和外界对控制体内流体所作的功与通过控制面流入

的总能量之和,等于控制体内流体的总能量对时间的变化率。

能量方程( 1. 34)也可以改写为另一形式

�
τ

D( e + v
2
/ 2)

Dt
ρdτ= �

τ
(ρF ¡¤v) dτ+ �

A
( p n ¡¤v) dA

  + �
τ
qRρdτ+ �

A
qλdA ( 1. 35)

由此式可推导微分形式的能量方程如下:

考虑到  p n = n·Σ,  Σ为应力张量;

又由傅立叶定律

qλ= λ
�T
�n

= n ¡¤λè T ( 1. 36)

式中λ为热传导系数, T 为温度。利用推广的高斯公式将式( 1. 35)

中的面积分化为体积分,有 �

�
A
( p n ¡¤v) dA = �

A
( n ¡¤Σ) ¡¤v dA = �

τ
[ è ¡¤(Σ¡¤v) ] dτ

( 1. 37)

�A
qλdA = �A

( n ¡¤λè T ) dA = �τè ¡¤(λè T ) dτ ( 1. 38)

于是式( 1. 35)成为

�
τ
ρ

D
Dt

e +
v2

2
- ρF ¡¤v - è ¡¤(Σ¡¤v)
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- ρqR - è ¡¤(λè T ) dτ= 0 ( 1. 39)

若式中各物理量及其一阶导数连续,由被积函数的连续性及积分

区间的任意性可知, 要使上式成立, 必须在空间任一点均满足下

式:

ρ
D
Dt

e +
v2

2
ρ= ρF ¡¤v + è ¡¤(Σ¡¤v) + ρqR + è ¡¤(λè T )

( 1. 40)

或写为

�
�t

e +
v

2

2
+ ( v ¡¤è ) e +

v
2

2
= F ¡¤v +

1
ρ
è ¡¤(Σ¡¤v)

    +
1
ρ
è ¡¤(λè T ) + qR ( 1. 41)

此式即微分形式的能量方程。

在直角坐标系中,式( 1. 41)成为

 ρ
�
�t

+ u
�
�x

+ v
�
�y

+ w
�
�z

e +
1
2

( u
2

+ v
2

+ w
2
)

  = �ρ( uX + vY + w Z) +
�
�x

( - p x x u + τx y v + τx z w )

+
�
�y

(τy x u - p yy v + τyz w ) +
�
�z

(τz x u + τz y v - p z z w)

+
�
�x
λ
�T
�x

+
�
�y
λ
�T
�y

+
�
�z
λ
�T
�z

+ ρqR ( 1. 42)

将方程( 1. 42)右边应力与速度乘积的导数项展开,经整理并项并

用式( 1. 24)的关系,可简化为

ρ �
De
Dt

= - p xx
�u
�x

- p y y
�v
�y

- p z z
�w
�z
      

+ τx y
�v
�x

+
�u
�y

+ τyz
�w
�y

+
�v
�z

+ τz x
�u
�z

+
�w
�x

+
�
�x
λ
�T
�x

+
�
�y
λ
�T
�y

+
�
�z
λ
�T
�z

+ ρqR ( 1. 43)

  对于大多数流体有
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e = cVT ( 1. 44)

引入热扩散率(导温系数)

α=
λ
ρcp

( 1. 45)

式中 cV 为定容比热; cp 为定压比热。对于液体两种比热接近相

等, 设为常数 c, 并将式 ( 1. 43)的各应力作功项综合表示为 μΦ, Φ

称为耗散函数,则方程( 1. 43)可写为

DT
Dt

= αè 2T +
μ
ρc
Φ+

qR

c
( 1. 46)

略去粘性耗散项和辐射项时上式简化为

�T
�t

+ u
�T
�x

+ v
�T
�y

+ w
�T
�z

= α
�2T
�x 2 +
�2 T
�y2 +
�2 T
�z2 ( 1. 47)

在柱坐标系表示为 �

�T
�t

+ vr
�T
�r

+
vφ
r
�T
�φ

+ vz
�T
�z
    

= α
1
r
�
�r

x
�T
�r

+
1
r

2
�

2
T
�φ

2 +
�

2
T
�z

2 ( 1. 48)

  上述三种基本方程都有相同的下列形式

DB
Dt

=
�B
�t

+ u
�B
�x

+ v
�B
�y

+ w
�B
�z

= Q ( 1. 49)

式中
D
Dt
为物理量 B 在流动过程中的总变化率, 即 1. 1节提到的质

点导数, Q 是导致 B 变化的因素。三种方程的 B 项和 Q 项不同:

 �基本方程     xB 项    �Q项

连续方程( 1. 20) ρ - ρ
�u
�x

+
�v
�y

+
�w
�z

运动方程( 1. 26a) ρv ρF - è p + μè
2
v

能量方程( 1. 41) e+
v2

2
F·v+

1
ρ
è ·(Σ·v)

+
1
ρ
è ·(λè T ) + qR
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或( 1. 46) T αè
2
T +
μ
ρc
Φ+

qR

c
具有式( 1. 49)形式的方程称为守恒型方程, 整个方程反映物理量

B 的平衡关系。上述三种方程分别表示流体的质量守恒、动量守恒

和能量守恒的关系。以后还会讨论到其他物理量的守恒型方程。

1. 6 基本方程组的封闭问题

连续方程 ( 1. 19)、运动方程( 1. 25)和能量方程( 1. 41)是一般

流体运动微分形式的基本方程组。其中设 F , qR , μ和 λ都是已知,

独立的未知量有 v 的分量, ρ, e, T 和 Σ的分量共 12 个, 而方程只

有 5 个,所以方程组是不封闭的。

为了使方程组封闭必须补充 7个方程, 它只能由一系列其他

条件或假设来提供。这些条件或假设则要按各种不同种类的流体

和流动的类型分别进行研究。

对于牛顿流体,应力和变形率有线性关系, 由此可去掉Σ的 6

个变量, 但又引入一个变量 p , 合计有 7个变量, 除已有 5 个方程

外尚要找 2 个方程才能封闭。这 2 个方程可以从热力学找到。例

如对于完全气体,其状态方程为

p
ρ

= RT     ( 1. 50)

和 e = cVT ( 1. 44)

对于真实气体,其状态方程就多种多样了。

对于不可压缩流体,ρ= const , 则由连续方程和运动方程即可

组成求解 p , v的封闭方程组, 然后再由能量方程求温度场。

对于理想流体,运动方程是欧拉方程, 在连续方程和运动方程

以外, 常假设为正压流体, 加入一个联系 p , ρ的热力学关系式 f

( p , ρ) = 0: 如定容 (等密度)、等温、绝热等过程的关系式, 于是共

有 5 个方程,可求解 ρ、p、v 5个变量。
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如为理想不可压缩流体,则只需求解连续方程和运动方程了。

以上讨论不同种类流体基本方程组的封闭问题, 但不论是哪

种情况,对这种偏微分方程一般不易求解。故对于实际问题多要按

具体情况对方程进行简化,以下将讨论一些简化的流动。

1. 7 有势流动,拉普拉斯方程

一、势流特征与拉普拉斯方程

  流体运动时,当流体微团没有转动, 其角转速 ω= 0,称为无旋

流。对这类流动的分析可以简化很多。理论可以证明, 对于正压流

体, 在有势质量力 (如重力)作用下, 流体的运动如果本来是无旋

的, 若不考虑粘性的作用, 以后发展的流动也将是无旋的, 例如从

静止开始的理想流体流动就属于这种情况。严格说来这是理想情

况,但有许多实际问题按无旋流来分析, 在一定条件下也能得到较

好的近似解决。

无旋流的基本特征是ω= 0,按式( 1. 14)流速场必须满足下列

条件:

�u
�y

=
�v
�x
  
�v
�z

=
�w
�y
  
�w
�x

=
�u
�z

( 1. 51)

从数学知道这是使 udx + vdy + wdz 是某一函数 φ的全微分的必

要和充分条件,即

udx + vdy + wdz = dφ=
�φ
�x

dx +
�φ
�y

dy +
�φ
�z

dz ( 1. 52)

所以有

�φ
�x

= u  
�φ
�y

= v  
�φ
�z

= w ( 1. 53)

这个标量函数 φ( x , y , z )称为流速势, 故无旋流动又称为有势流

动,简称势流。对于非定常情况, 流速势应是时间的函数, 即 φ( x ,

y , z , t) , t 是个参变数。
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将式( 1. 53)代入不可压缩流体的连续方程( 1. 21)得到

�
2
φ
�x

2 +
�

2
φ
�y

2 +
�

2
φ
�z

2 = 0 ( 1. 54)

或写为 è
2
φ= 0    ( 1. 54a)

上式称为拉普拉斯方程。

这样, 势流问题就归结为在一定边界条件下求解拉普拉斯方

程的问题。确定流速势 φ以后,由式 ( 1. 53)即可求出速度分量 u、

v、w。再按欧拉方程积分可求压强 p。所以势流问题的求解无须联

立解基本方程组,可以大大简化。

二、平面势流

和流速势相似, 可以定义一个和流速有关的标量函数 ψ, 称为

流函数。

在平面流动中,流线方程为

udy - vdx = 0 ( 1. 55)

此式能够积分的必要和充分条件是

�u
�x

+
�v
�y

= 0

这正是不可压缩流体平面流动的连续方程。所以对于这类流动, 式

( 1. 55)可以积分,令

 ∫ ( udy - vdx ) = ψ( x , y) ( 1. 56)

ψ( x , y )即为流函数。这就证明不可压缩流体的平面流动存在流函

数。

由 dψ= udy - vdx ( 1. 57)

及 dψ=
�ψ
�x

dx +
�ψ
�y

dy

可知
�ψ
�x

= - v  
�ψ
�y

= u ( 1. 58)
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以流线方程( 1. 55)代入式( 1. 57)得

dψ= 0  ψ= C ( 1. 59)

所以等流函数线就是流线。同时不难证明两条相邻流线的流函数

值之差等于两流线之间的单宽流量

q =∫
ψ

2

ψ
1

dψ= ψ2 - ψ1 ( 1. 60)

  将式( 1. 58)代入ωz = 0, 即
�v
�x

-
�u
�y

= 0可得

�2ψ
�x 2 +
�2ψ
�y2 = 0 ( 1. 61)

故在平面势流中,流函数也满足拉普拉斯方程。

比较式( 1. 53)和式( 1. 58)可得

u =
�φ
�x

=
�ψ
�y

v =
�φ
�y

= -
�ψ
�x

( 1. 62)

这是联系流速势和流函数的一对重要关系式, 称为柯西-黎曼条

件。

在平面势流中绘出φ值相等的等势线和 ψ值相等的等流函数

线 ( 即流线 ) , 这两族曲线互相正交组成一个网 , 称为流网 , 如图

1. 5 所示。在一定边界条件下的平面势流,如能将流网绘出, 则流

动就完全确定。

对于空间流动, 有些简单情况如轴对称流动, 也存在流函数,

如属势流则也有流速势。

环境问题中,有不少流动可按势流分析, 较常见的例子是流入

进水口或吸气口前的流动。

势流问题既然归结为解拉普拉斯方程, 则一切解这个二阶线

性偏微分方程的方法都可应用。求解的方法很多, 对势流问题应用

较多的有下列几种途径: 1. 势流叠加法; 2. 复变函数法; 3. 数
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值解法; 4. 试绘流网法; 5. 电比拟实验法等, 可根据需要参考有

关势流的书籍。

图 1. 5 流网

1. 8 有涡流动,涡量方程

一、涡线、涡量和速度环量

  流体运动中流体微团有转动, 其角转速 ω≠0 的称为有涡流

动(或有旋流)。角转速也是个矢量, 可以用描述流速相类似的方法

来描述。流场中各点角转速的方向可用涡线表示, 涡线上各点在同

一瞬时的角转速矢量与涡线在该点相切(图 1. 6a) ,通过微小断面

dA 周线的一组涡线构成涡管(图 1. 6b )。涡管内的流体称为元涡,

定义元涡的涡通量为ΩdA ,

Ω= rotv = è × v = 2ω ( 1. 63)

称为涡量(或旋度)。

和旋涡运动有关的另一个重要概念是速度环量, 它的定义是

·32·



流场中流速沿一个封闭曲线的积分,以 Γ表示(如图 1. 7) ,其表达

式为

Γ=∮
L
v dL =∮

L
vL dL =∮

L
( udx + vdy + w dz)

( 1. 64)

式中 vL 为曲线的切线方向分速, 习惯上以逆时针绕行方向为正,

顺时针方向为负。

图 1. 6 涡线及涡管

图 1. 7 速度环量
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速度环量与涡通量可证明有下列关系

Γ=∮ L
v dL = �A

Ω¡¤n dA ( 1. 65)

n 为曲面法向单位矢量。就是说,沿封闭曲线 L 的速度环量等于穿

过以该曲线为周界的任意曲面的涡通量。这个关系称为斯托克斯

定理。根据这个定理可以通过分析速度环量来研究旋涡运动。如

果封闭曲线所包围的是有势流动区,因 ω= 0, 则沿该曲线的速度

环量Γ= 0。

理想流体在有势的质量力作用下, 沿由相同的流体质点组成

的封闭曲线的速度环量不随时间变化,即

DΓ
Dt

= 0 ( 1. 66)

称为开尔文定理。再由式( 1. 65)知涡量也是守恒的。则在上述条

件下,原来流动是无涡的将一直保持为有势流动。

二、涡量方程

环境中较简单的旋涡运动有水中的立轴旋涡和大气中的龙卷

风等。这些单个或几个孤立的旋涡较易分析(见一般流体力学书)。

复杂的有涡流动原则上可从粘性流体运动基本方程组求解, 这些

方程是以流速作为基本变量,用流速分布来描述运动的。现介绍另

一个以涡量作为基本变量,用涡量分布来描述有涡流动的方程, 称

为涡量方程,限于讨论不可压缩流体的情况。

涡量的连续方程可推导如下: 取涡量的散度, 并以涡量的定

义

Ωz =
�v
�x

-
�u
�y

Ωx =
�w
�y

-
�v
�z

Ωy =
�u
�z

-
�w
�x

( 1. 67)
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代入得

 è ¡¤Ω �=
�Ωx

�x
+
�Ωy

�y
+
�Ωz

�z

=
�2w
�x�y

-
�2 v
�x�z

+
�2 u
�y�z

-
�2w
�y�x

+
�2 v
�z�x

-
�2 u
�z�y

= 0

即
�Ωx

�x
+
�Ωy

�y
+
�Ωz

�z
= 0 ( 1. 68)

故对于不可压缩流体,涡量也有和流速相同形式的连续方程。

涡量的运动方程可从纳维-斯托克斯方程推导如下: 不考虑

体积力的不可压缩流体的纳维-斯托克斯方程沿 x、y、z 三个方向

的分式为

 
�u
�t

+ u
�u
�x

+ v
�u
�y

+ w
�u
�z

= -
1
ρ
�p
�x

+ ν
�

2
u
�x 2 +
�

2
u
�y 2 +
�

2
u
�z2

 
�v
�t

+ u
�v
�x

+ v
�v
�y

+ w
�v
�z

= -
1
ρ
�p
�y

+ ν
�2 v
�x

2 +
�2 v
�y

2 +
�2v
�z

2

 
�w
�t

+ u
�w
�x

+ v
�w
�y

+ w
�w
�z

= -
1
ρ
�p
�z

+ ν
�

2
w
�x

2 +
�

2
w
�y

2 +
�

2
w
�z

2

对上面第( 3)式取 y 的偏导,对第( 2)式取 z 的偏导后, 从前式减去

后式即消去压强项,可得

�
2
w
�t�y

+
�
�y

u
�w
�x

+
�
�y

v
�w
�y

+
�
�y

w
�w
�z

-
�

2
v
�t�z

   -
�
�z

u
�v
�x

-
�
�z

v
�v
�y

-
�
�z

w
�v
�z

  = ν
�3 w
�y�x 2 +

�3w
�y3 +
�3 w
�y�z2 -

�3v
�z�x 2 -

�3 v
�z�y2 -
�3 v
�z 3

将上式整理并以式( 1. 67)代入,可得

 
�Ωx

�t
N+ u

�Ωx

�x
+ v
�Ωx

�y
+ w
�Ωx

�z

= Ωx
�u
�x

+ Ωy
�u
�y

+ Ωz
�u
�z

+ ν
�2Ωx

�x
2 +
�2Ωx

�y
2 +
�2Ωx

�z
2 ( 1. 69a)

同理可得另外两个方程:

�Ωy

�t
�+ u

�Ωy

�x
+ v
�Ωy

�y
+ w
�Ωy

�z
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= Ωx
�v
�x

+ Ωy
�v
�y

+ Ωz
�v
�z

+ ν
�

2
Ωy

�x
2 +
�

2
Ωy

�y
2 +
�

2
Ωy

�z
2 ( 1. 69b)

�Ωz

�t
�+ u

�Ωz

�x
+ v
�Ωz

�y
+ w
�yΩz

�z

= Ωx
�w
�x

+ Ωy
�w
�y

+ Ωz
�w
�z

+ ν
�

2
Ωz

�x 2 +
�

2
Ωz

�y2 +
�

2
Ωz

�z2 ( 1. 69c)

或写成矢量形式:

�Ω
�t

+ ( v ¡¤è )Ω= (Ω¡¤è ) v + νè 2Ω ( 1. 69)

这就是以涡量表示的不可压缩粘性流体的运动方程。方程中左边

是涡量的总变率, 包括当地变率和迁移变率; 右边第二项是粘性

对涡量的耗散, 与 N-S 方程中的 νè
2
v 项的意义相应; 右边第一

项是涡量方程中出现的新项, 代表由于涡量与流体变形的相互作

用而引起的涡量变化。涡量方程的一个特点是不出现压强项, 可直

接解出涡量场。但方程的求解也是不容易的。

1. 9 边界层概念与边界层方程

一、低雷诺数与高雷诺数的流动

  在介绍边界层理论之前, 先讨论低雷诺数流动与高雷诺数流

动的差别。为方便计, 取不可压缩流体定常流动且不考虑质量力作

用的粘性流体运动方程

( v ¡¤è ) v = -
1
ρ
è p +
μ
ρ
è 2 v ( 1. 70)

将它无量纲化,采用特征量为 L、U, 各变量的相应无量纲量为 N

x
o

=
x
L
    �y

o
=

y
L
    u

o
=

u
U

v
o

=
v
U

p
o

=
p
ρU

2

代入式( 1. 70)得无量纲方程为
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( v ¡¤è )
o
v

o
= - ( è p )

o
+

1
Re

( è
2
v)

o
( 1. 71)

雷诺数 Re=
UL
ν

,式中左边为惯性力项, 右边末项为粘性力项。

当 Re 很小 ( n 1)时, 粘性力项远大于惯性力项, 后者可以忽

略,式( 1. 71)成为

- ( è p ) o +
1

Re
( è 2 v) o = 0 ( 1. 72)

恢复为有量纲式得

è p = μè
2
v ( 1. 73)

即压力差与粘性力平衡,这类流动称为蠕动。在这类流动中粘性力

的影响可到相当大的距离。

当 Re很大时 , 粘性力项远小于惯性力项 , 忽略前者时式

( 1. 71)成为

( v ¡¤è ) o vo = - ( è p ) o ( 1. 74)

恢复为有量纲式即得欧拉方程

( v ¡¤è ) v = -
1
ρ
è p ( 1. 75)

于是成为理想流体的运动方程。这意味着在高雷诺数的条件下, 实

际流体的运动可近似按理想流体来分析。

二、边界层概念

在高雷诺数情况下,从运动方程看可近似按理想流体分析。这

样一来, 在固体边界上可以有 v≠0, 即可以有滑动。但在实际情

况 , 无论Re多么大 , 实验观测证实 , 物面上无滑动的边界条件

v= 0是始终存在的,所以两者是有矛盾的。

1904年普兰特提出边界层理论解决了这个矛盾。边界层理论

的主要论点是: 高雷诺数的流动可以分为两个性质不同的区域,

在固体壁面附近的一个薄层中,由于流速梯度很大, 粘性作用必须
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考虑,这个薄层称为边界层。在边界层以外的区域, 则可以忽略粘

性作用,而按理想流体处理。由于粘性作用只限制在一个薄层中,

粘性流体的运动方程可以大为简化。边界层外按势流分析, 从而使

势流理论应用于实际流体的领域也得到扩大。

以均匀流平行流过平板的情况来说明边界层的发展过程如图

1. 8所示。起始为层流边界层, 随着距离增大,边界层增厚, 至一定

距离后转变为紊流边界层, 转捩约发生在 Rex =
ux x
ν

= 5× 10
5
～3

× 106 之间。在紊流边界层内, 贴壁面处还存在一个很薄的粘性作

用很大的粘性底层。

图 1. 8 边界层

边界层与势流区理论上无明显分界,通常以 u = 0. 99ue 处作

为边界层的外缘, u e 是势流的流速(在平板上均匀来流, u e = U∞ )。

从边界层外缘至物面的垂直距离定为边界层的名义厚度, 以 δ表

示。从边界层内惯性力和粘性力具有相同的量级可估计δ的量级

如下: 惯性力的量级为
ρU

2
∞

L
, 粘性力的量级为 μ

U∞
y

2 ～μ
U∞
δ

2 , 则

μU∞ /δ
2～ρU

2
∞ / L ,由此可得

δ∝
μL
ρU∞

=
L

Re
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或
δ
L
∝

1

Re
( 1. 76)

比例系数可通过理论或实验确定。可以看到, Re愈大 δ愈薄, δn

L。因为名义厚度不易准确定出, 在分析中又引出了位移厚度、动

量损失厚度和能量损失厚度几个边界层厚度的概念,可参阅流体

力学书。

三、边界层的微分方程

现从不可压缩粘性流体定常平面流动的基本方程出发, 不考

虑质量力的作用时方程组为 r

u
�u
�x

+ v
�u
�y

= -
1
ρ
�p
�x

+ ν
�2 u
�x 2 +
�2 u
�y2 ( 1. 77)

u
�v
�x

+ v
�v
�y

= -
1
ρ
�p
�y

+ ν
�2 v
�x 2 +
�2v
�y2 ( 1. 78)

�u
�x

+
�v
�y

= 0 ( 1. 79)

  根据边界层内流动具有δn L 的特点, 可知流动尺度上 yn x ,

流速分量上 vn u, 由此逐个分析比较方程中各项的量级, 忽略量

级小的项后,可将方程组简化为 K

u
�u
�x

+ v
�u
�y

= -
1
ρ
�p
�x

+ ν
�

2
u
�y

2 ( 1. 80)

�p
�y

= 0 ( 1. 81)

�u
�x

+
�v
�y

= 0 ( 1. 79)

这就是不可压缩定常平面流动的边界层方程组。从式( 1. 81)可见

边界层内法向压强基本不变, 它等于边界层外在边界上的压强

p e, 这样就可以应用势流区的计算结果,边界层中的压强成为已知

量,方程( 1. 80)、( 1. 79)就只有 u、v两个未知量了。对于非定常流
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动,只需在方程( 1. 80)左边增加
�u
�t
项即可。

对于轴对称流动,应用柱坐标系, 不可压缩流体定常流动的边

界层方程组为 �

u
�u
�x

+ vr
�u
�r

= -
1
ρ
�p
�x

+
1
r
�
�r

rν
�u
�r

( 1. 82)

�p
�r

= 0 ( 1. 83)

�u
�x

+
1
r
�( r vr )
�r

= 0 ( 1. 84)

式中 x 为轴向, r 为径向。

四、边界层的动量积分方程

边界层方程与纳维-斯托克斯方程相比虽已大为简化,但仍是

非线性偏微分方程,精确求解仍然较困难。1921年卡门提出边界

层的动量积分方程,使求近似解得到很大的方便。

图 1. 9

仍以不可压缩流体平面流动的边界层讨论。取长度为 dx 的

微段作为控制体如图 1. 9中 ABCD 所示。应用动量定律分析在 dt

时间内沿 x 方向动量的变化和作用力的关系,略去推导可得

�
�x∫
δ

0
ρu

2
dy - u e

�
�x∫
δ

0
ρudy = - δ

dp
dx

- τ0 ( 1. 85)

此即卡门边界层积分方程,式中τ0 为单位壁面摩擦阻力。此式对τ0
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并无限制, 故对层流边界层和紊流边界层都可应用。式中 u e 及

dp / dx 可由边界层外势流求得, 尚有 u、δ和 τ0 三个未知量, 还需

要补充两个关系式才能求解, 一般是采用 u= u ( y )和 τ0 = τ(δ)的

关系式。

边界层理论在环境问题中有广泛的应用,不但大气边界层。一

般管道、明槽中有固体边界的流动要用到, 而且以后会看到在无固

体边界的自由射流问题,也可应用边界层方程作近似分析。

1. 10 小密度差流动,布辛涅斯克近似

对考虑密度变化的可压缩粘性流体运动, 作严格分析是复杂

而困难的。但在密度差小,如许多环境问题中的情况, 通常可采用

布辛涅斯克近似( Bousinesq′s approximation)。它的要点是: 密度

变化的作用只在重力项上保留,对其他的影响都忽略不计。因此,

在运动方程中,惯性力项和粘性力项的密度都认为是常数, 只在质

量力项计算重力或浮力时要考虑密度的变化。这样, 当质量力为重

力时,纳维-斯托克斯方程为

ρ
Dv
Dt

= ρ
�v
�t

+ ( v ¡¤è ) v = - è p + ρg + μè
2
v( 1. 86)

若 p 和 ρ都以静平衡时的值 p 0 和 ρ0 为参考状态, 令 p = p 0 + Δp ,

ρ= ρ0 + Δρ, 代入式( 1. 86) , 并考虑到静止时有è p 0 = ρ0 g 的关系,

可得

ρ
Dv
Dt

= - è (Δp ) + Δρg + μè
2
v ( 1. 87)

或 1 +
Δρ
ρ0

Dv
Dt

= -
1
ρ0
è (Δp ) +

Δρ
ρ0

g +
μ
ρ0
è

2
v ( 1. 88)

式中左边惯性力项和右边第二项重力项出现Δρ。在密度差小的情

况,
Δρ
ρ0
n 1, 故在惯性力项中忽略 Δρ影响不大, 而在重力项 Δρ是
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主要的,其他各项也都可按密度是常数来考虑, 这就是布辛涅斯克

近似的要点。可见当以 g
* =
Δρ
ρ0

g 代替 g , Δp 代替 p 时,纳维-斯托

克斯方程( 1. 86)就成为布辛涅斯克近似方程

Dv
Dt

= -
1
ρ0
è (Δp ) + g* +

μ
ρ
è 2v ( 1. 89)

式中 g
*

=
Δρ
ρ

g 称为折减重力加速度。

在布辛涅斯克近似条件下,连续方程的形式没有变化, 仍和等

密度情况相同,即

è ¡¤v = 0 ( 1. 90)

  采用了布辛涅斯克近似后,运动方程大为简化而较易求解。有

关布氏近似的详细讨论可参考文献[ 4]。

1. 11 旋转流体流动,科里奥利力效应

旋转流体流动指在旋转系统中的流体相对于该旋转系统的运

动,尺度较小的如旋转机械中的流体运动, 尺度较大的如考虑地转

影响的地球上流体的运动。以前各节讨论的流体运动都是按照牛

顿定律 F = ma 分析, 即对于惯性坐标系统进行的。如相对于一个

固定在旋转系统上的坐标系统来说,后者为非惯性坐标系统, 应用

牛顿定律时上述关系式就要进行修正。

由理论力学得知, 质点对于一个定坐标系的绝对运动等于该

质点对另一个动坐标系的相对运动与该动坐标系对于定坐标系的

牵连运动之和。当牵连运动是绕定轴转动时, 可以推导出质点的绝

对加速度与相对加速度的关系为

a = aR + a e + a k ( 1. 91)

式中 a 为绝对加速度; a R 为相对加速度; a e 为牵连加速度; a k 为
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科里奥利加速度( Coriolis acceleration)。①

a e = ω× (ω× r) ( 1. 92)

a k = 2ω× vR ( 1. 93)

图 1. 10 科里奥利加速度

ω为系统绕定轴旋转的角速度, r 为

质点离转轴上原点的矢径。aR 是仅在

动坐标系中作相对运动的加速度; ae

是仅由于牵连运动(转动)产生的加速

度; ak 则可理解为相对运动与牵连运

动相互作用的结果, a k 的方向和相对

速度 vR 正交,其指向如图 1. 10所示,

其模等于 2ωvR sinθ, θ是 vR 与转轴的

夹角。

现设流体的边界以等角速度 ω

绕定轴旋转, 在边界上 (内)的流体在

旋转足够长的时间以后也将整体如同刚体一样以同一角速度旋

转。在这个旋转流体中由于各种原因产生某种运动时, 研究相对于

这个旋转系统的流动就要用到上述加速度的关系式。此时流体微

团的绝对加速度和相对加速度分别表示为
Dv
Dt I
及

Dv
Dt R

, 将

( 1. 91)、( 1. 92)、( 1. 93)各式代入有

Dv
Dt I

=
Dv
Dt R

+ ω× (ω× r) + 2ω× vR ( 1. 94)

对于
Dv
Dt I
仍可用前面惯性坐标系的运动方程, 如考虑质量力为

重力时的纳维-斯托克斯方程

Dv
Dt I

= -
1
ρ
è p + g +

μ
ρ
è

2
v ( 1. 95)
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并将
Dv
Dt R
展开

Dv
Dt R

=
�vR

�t
+ ( v ¡¤è v) R

代入式 ( 1. 94) , 便得旋转流体相对运动的微分方程 (略去下标

‘R’) :

�v
�t

+ v ¡¤è v = -
1
ρ
è p + g - ω× (ω× r)

  - 2ω× v +
μ
ρ
è

2
v ( 1. 96)

和式 ( 1. 95)比较, 右边多了两项: - ω× (ω× r)称为离心惯性力

项; - 2ω× v 称为科里奥利惯性力项,简称科氏力项(均对单位质

量流体来说)。其中前一项较简单, 因可表示为一个标量的梯度

ω× (ω× r) = - è
1
2
ω2 r′2 ( 1. 97)

而可和压强项合并考虑, 即以è p -
1
2
ρω

2
r′

2
代替è p 便和无旋

转一样处理。科氏力效应则成为旋转流体流动的主要特征。

衡量科氏力效应相对程度的有两个无量纲参数: 罗斯比数

( Rossby number ) Ro及埃克曼数( Ekman number) Ek,

Ro=
U
ωL
为惯性力与科氏力量级之比;

E k=
ν
ωL

2为粘性力与科氏力量级之比。

式中 U 为特征流速; L 为特征长度。如果 Ro及 Ek 都很小时, 作

用于流体微团上的力主要是重力、压力和科氏力, 这种流动称为准

地转流动。

讨论旋转流体的特性以及科氏力对大气环流和海洋环流的作

用等已超出本书的范围。但要指出对于较大的河流、湖泊和海湾等

水域的流动问题有时也要考虑科氏力的作用。
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第二章 紊流基础(一)

——紊动的发生与紊流的描述

  雷诺在 1883年通过圆管中水流实验发现存在层流和紊流(湍

流)两种流动形态。在层流中各层流体互不掺混, 质点作规则的沿

光滑路线的运动; 在紊流中则各层流体互相掺混, 质点运动很不

规则。从观测可以看到,自然界中和工程中的流动大多数是紊流,

层流情况较少。前章讨论基本方程时没有涉及紊流特性的影响。尽

管紊流问题至为复杂,至今理论上还远未完全解决, 但在实际工作

中经常遇到,对环境中污染物扩散迁移等问题更是关系密切, 因此

有必要对紊流的性质及目前的理论作初步介绍。

什么是紊流( t urbulent flow) ? 目前尚没有一个统一公认的明

确定义。较好的办法是从紊流的特性去理解它。而讨论紊流的特

性, 先要从紊动( turbulence)的发生开始,然后看充分发展的紊流

具有那些重要特性,进而介绍当前采用的描述紊流的概念和方法。

2. 1 流动的稳定性

当层流的雷诺数增大至一定值以后会转变为紊流,这是已为

实验所明确的事实。这种流态转变的条件, 一个是要有外来的扰

动, 如边界形状的改变, 粗糙的影响和外界的振动等, 一般情况扰

动总是存在的; 另一个是流动中粘性力已不足以抑制惯性力的作
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用。层流对扰动的抑制能力称为流动的稳定性。当这种抑制能力

不足以遏阻各方面产生的扰动的发展时,流动失去稳定, 扰动发展

扩大,最后转变为紊流。将流动开始失去稳定的雷诺数定义为临界

雷诺数,以 Recr表示。流动的边界条件不同,采用的特征量不同, 临

界雷诺数的值也就不同。

临界雷诺数可以由实验确定,也有不少学者从理论上去推求。

这种从层流的失稳研究紊流发生的理论称为流动稳定性理论, 从

雷诺开始至今已发展成为紊流理论的一个分支。其中较经典的是

小扰动理论。这个理论分析稳定性的方法是: 在层流中加一个微

小的扰动,分析这个扰动的衰减或发展的条件。如果扰动衰减, 流

动是稳定的; 如果扰动发展, 则是不稳定的。①由于数学上的困难,

小扰动理论所得分析稳定性的方程迄今只有很少数几个流动得到

解答, 如托尔曼( T ollmien, W. 1929, 1931)对平板边界层流动和

林家翘( 1945, 1946)对平行平板间流动等。

对平板边界层流动的稳定性分析得到的结果如图 2. 1 所示。

图 2. 1 平板边界层流动的稳定性

·73·
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图中δ为边界层厚度, α=
2π
λ

, λ为扰动波长。曲线包围的区域是流

动不稳定的范围,区域边缘的最小雷诺数即为临界雷诺数 Recr。但

需指出,理论得到的临界雷诺数是指流动开始失稳的条件, 而从流

动不稳定,扰动开始发展至流态转变为紊流要有一个过程, 由实验

观测得到的临界雷诺数是按流态转变来确定的, 故大于上述理论

值。所以可将理论值称为稳定临界雷诺数, 实验值称为流态临界雷

诺数, 以示区别。按托尔曼的计算, 平板边界层稳定临界雷诺数

Recr =
U∞δ1
ν

= 420。后来佐丁孙 ( Jordinson , 1970)的计算值为 Rec r

= 520。δ1 是边界层的位移厚度
①, 相应的αδ1 = 0. 36。由此可得最

小的不稳定扰动波长λm in = 17. 5δ1≈6δ。而由实验得到相应的流态

临界雷诺数 Recr =
U∞δ1
ν

= 950,大于稳定临界雷诺数值。

上述稳定理论只考虑雷诺数作为影响流动稳定的唯一因素,

实际流动中除了雷诺数是主要因素以外, 还有其他影响稳定性的

因素,这方面的研究不少, 现取其中常见的几个简述如下:

( 1) 来流紊动的影响 来流的紊动可以紊动强度 I =

1
3 u
′2

+ v
′2

+ w
′2 U∞来衡量, u

′
、v
′
、w
′
是三个方向分速的脉动

值(详见 2. 3节)。实验说明随着来流紊动强度的降低, 临界雷诺数

增大,但当 I < 0. 08% ,临界雷诺数即保持定值。还有实验得出, 随

着来流紊动强度的提高, 流态临界雷诺数和稳定临界雷诺数的差

值减小,当 I 达到 2%～3%时两个临界雷诺数的差别即消失。

( 2) 压强梯度的影响 对于沿程压强梯度不等于零的流动,

例如曲面上的边界层, 压强梯度对稳定性的影响是通过流速分布
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u ( y ) 表现出来的。当不考虑质量力时 , 在边界层外有
dp
dx

=

- u
du
dx

, 而在边界层底有
dp
dx

= μ
d

2
u

dy
2

y = 0
。因此在加速区

du
dx

> 0,
dp
dx

< 0, 从而
d

2
u

dy 2 < 0,
du
dy
应递减, 流动趋于稳定。反之在减速区,

du
dx

<

0,
dp
dx

> 0, 因此
du
dy
递增而不利于稳定。所以作为近似估计,沿程中

流速最大即压强最小的位置可作为不稳定点, 而流态过渡点即紧

随在它的下游。

( 3) 壁面粗糙度的影响 壁面粗糙增加流动的扰动, 因而在

一般情况下,粗糙降低了流动的稳定性, 使临界雷诺数减小。但如

粗糙度较小,由它引起的扰动小于其他扰动时, 对流动稳定性将不

发生影响。对于二维单个粗糙, 实验求得不影响稳定的最大粗糙度

kma x可表示为
v* kma x

ν
= 7, 式中 v* = τok /ρ,τok为粗糙突起高度处的

壁面切应力。对于更普遍的布满壁面的粗糙的影响研究得尚不多。

此外尚有影响稳定性的其他因素如质量力、热量交换和压缩

性等,可参考有关文献[ 3]。

在流动稳定性的研究中, 还发现在某些流动中层流会出现二

次失稳现象,小扰动理论不能解决。实验与小扰动理论结果的不一

致,使得有理由认为未扰层流对小扰动虽是稳定的, 对有限扰动可

能是不稳定的。因此要全面解决问题,必须考虑有限扰动, 而开展

非线性理论研究。另外,除二维扰动外还提出三维扰动的问题。

2. 2 紊动的发生过程

关于紊动发生与发展的过程目前还没有一个很系统的分析描

述,但这个问题对紊流性质的认识至为重要。现只从物理现象着手

介绍。
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一、剪切层

总的说来,紊动都是通过剪切作用产生的, 而强大的剪切作用

都发生在剪切层( shear layer) , 因此剪切层是紊动发生的主要场

所。所谓剪切层是指在流线的法线方向具有流速梯度的流层。许

多流动中流速梯度都集中在较薄的流层内, 故剪切层都具有细长

的形状。管道和明槽进口段的边界层; 流速不相等的两平行流动

间的过渡混合层; 淹没射流与周围流体间的流层; 绕流物体的边

界层和尾流等都是剪切层的实例(见图 2. 2)。

图 2. 2 剪切层和紊流分类

对于无粘性的理想流体,当内部有上下流速不等的间断面时,

只要有某一扰动使间断面出现波状,按伯努利方程分析, 波面两侧
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产生压强差,结果会使波面逐渐发展形成涡旋, 如图 2. 3 所示。对

于有粘性的实际流体,在剪切层中流层之间存在速度差, 所以也会

因扰动而形成涡旋,特别在速度分布图上有拐点的情况就更不稳

定而易生涡旋。涡旋再发展而产生紊动。下面分壁面紊流和自由

紊流两种情况讨论。

图 2. 3 间断面与涡旋的形成

二、壁面紊流的发生与猝发现象

壁面紊流是指靠近固体边壁面上的紊流, 其流速梯度是由固

体边壁面上无滑动的条件所引起的。

从本世纪 60年代克莱因( K line, S. J . 1967)等用氢泡技术显

示流动开始, 人们发现壁面紊动的发生最初表现为一种猝发现象

( Burs ting)。猝发的过程大致如下: 在很靠近边壁的粘性底层中,

平面上具有顺流向的低速带和高速带相间的带状结构 (图 2. 4)。

低速带的分布是不均匀的,其形状也不规则, 两相邻低速带的平均

间距设为λ, 其无量纲距λ
+ =
λv*
ν
约为 100, v* =

τ0
ρ
为摩阻流速,

τ0 为壁面单位阻力。低速带出现的无量纲高度 y
+

=
y v*
ν
约在 0—

10之间。低速带随时均流动向下游移动时,其下游头部缓慢上举,
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图 2. 4 粘性底层中的带状结构

(北京航空航天大学流体力学实验室提供 )

增大与壁面的距离,常形成横向涡旋如图 2. 5所示。涡旋上下产生

图 2. 5 低速带的上举

压差,使涡旋顶着低速带上升, 倾角

约为 2°～20°。涡旋本身则变形成为

马蹄形涡, 头部上举后进入流速较

大的流层, 马蹄形涡发生拉伸变形

(图 2. 6)。涡旋拉伸作用的结果使

简单的涡旋转变发展, 形成错综复

杂的涡量场。

另一方面, 在低速带上举过程

中, 观察到一股高速流体从上面 y
+
≈20～200 的流区向下游俯

冲,在高速流体与低速流体之间形成一个强大的剪切层, 瞬时流速

分布曲线上出现拐点,这是流动不稳定的条件。一般在 y
+
≈10～

30 的流区还看到低速流体突然向上层高速流体“喷射”,在和高速

流体掺混过程中产生大量剧烈的紊动(图 2. 7) , 同时高速流体乘

机俯冲而入,俯冲角度约为 5°～15°,这个过程可称为“清扫”。清扫

过后流速分布恢复正常,拐点消失。低速流体的喷射和高速流体的
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清扫是猝发现象的两个主要组成部分。清扫过后, 又是新的低速带

的出现而重复以上各个阶段。

图 2. 6 马蹄形涡旋发展过程[ 6]

图 2. 7 猝发现象 [ 5]

总的说来,猝发现象是一种循环性和间歇性的现象, 发生的地

点和时间又都具有随机性质。以上所述还只是在实验室内一个平

面上有限范围观测结果的解释,至今可说尚处于不断探索的阶段。
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但从得到的资料表明, 在猝发过程中流速分布和涡量分布都发生

剧烈的变动,绝大部分紊动能量的产生都发生在猝发期间, 所以猝

发现象是时均流动能量转化为紊动能量的一种主要方式。

三、自由紊流的发生与相干结构

自由紊流是指远离固体壁面,紊动发展不受边壁限制的紊流,

其剪切层的流速梯度是由间断面引起的。

自由紊流的发生是从具有流速差的两层流体的间断面开始

的。间断面是不稳定的,一有扰动便发展形成涡旋, 涡旋的形态和

性质受各种因素的影响。

近 20 多年来, 由于流动显示和量测技术的进步, 人们发现在

剪切紊流中存在较有次序的大尺度结构,主要表现为涡旋的形式,

称为相干结构( coherent s truct ures) ,或紊流的拟序结构。对相干

结构目前尚无很确定的定义,有人提出, 这种结构是剪切紊流中具

有有序的涡量且其尺度大小具有剪切流本身宽度的量级的一些紊

动流体。在自由紊流中一定的雷诺数范围内曾观察到相当确定的

相干结构的形式。不同类型的剪切流是否都具有相同的相干结构

的模式? 对此尚无定论。下面对几种典型的自由剪切紊流中出现

的相干结构作简单介绍。

( 1) 二维差流混合层 这是最简单的一种自由剪切紊流, 如

图 2. 8( a)。对它的相干结构研究也较多。图 2. 8( b)为用流动显示

方法得到的流速不等的两股气体的混合层中的相干结构

( Roshko, A . 1967) ,它是一行明显的涡旋。所有涡旋向前移动的

速度近于相同,约等于 U1 和 U 2 的平均值。涡旋的尺寸和间距沿

程增大,经历一段距离后涡旋即被吞并而消亡, 每个涡旋都有它的

生存时间或距离。从观测得知, 涡旋尺寸和间距的增大是由涡对的

合并而实现的,在这个过程中相邻两个涡旋彼此围绕作反向旋转,

相互作用,最后合并成为一个较大的涡旋。这种作用是混合层增厚
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的一个主要因素, 所以涡对合并被看作是这种流动的一个重要机

理。

图 2. 8 �二维混合层的相干结构

(根据 R oshko, A. 1967)

与紊动混合层增厚发展有关的一个重要现象是卷吸(或挟掺)

( entrainment) ① , 即把周围非紊动的流体挟入到紊动区域之内, 或

者看作是紊动区域扩展到周围流动中去。这个挟掺过程也可看作

是大尺度涡旋相互作用时的吞没作用, 周围非紊动的流体在涡旋

之间被挟入,随着涡旋的合并而被包进剪切层内。同时由于小尺度

紊动作用,发生内部混合而成为紊流。在混合层的边界上也许可能

还有一些小尺度紊动的扩散作用, 但整个混合层的总体的和时均

的特征则应主要决定于大尺度涡旋的作用。

( 2) 轴对称紊动射流 当固体边界距离较远时仍属于自由紊

流,但较平面混合层稍复杂些。对这种圆形断面射流的相干结构研

究的工作也不少, 按侯赛因( Hussion, A. K . M . F . 1980)的研究,

在射流的近区,其相干结构示意如图 2. 9。他用相干涡量Ωp (即涡

量的有序部分)的分布来表示流动的结构, 以测得资料在通过轴线
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的剖面上绘出 Ωp 的等值线,由此可将流动分为 4 个区, 图中各区

绘出的是等值线的外轮廓,向内涡量增大。在Ⅱ区有两个峰值, 涡

量最大,其他区各有一个峰值。各区之间有联带, 联带的涡量远小

于结构的峰值涡量。在射流的远区,至
x
D

> 40处仍能从资料的分

析说 明 有大 尺度 结 构的 存在, 其长 度 约 相当 于 当 地 y 1
2

即 u=
um

2
处的 y 值 的 6 倍, 在这个区域一般认为已达到自相似

的范围。

图 2. 9 紊动射流的相干结构(根据 Hussion. A. K. M . F. 1980)

( 3) 尾流 圆柱绕流后面发生的卡门涡列是人们熟悉的有序

大尺度结构,这是在雷诺数不大时发生的。近年研究认为在较高的

雷诺数时仍有相干结构存在,且保持至圆柱下游相当长的距离, 达

到圆柱直径的 300—500 倍,但不如近区的规则。按格朗特( Gran t,

H . L )和汤森 ( T ow nsend, A. A . )等研究, 尾流的大尺度结构会出

现两种型式: 一种型式是在尾流的每半部中的涡旋包含两个平行

的涡管, 反向旋转构成涡对如图 2. 10( a)所示,因沿管和绕管都有

流动而形成螺旋流。涡管可能不是直的,但形状尚未得知, 因在尾

流两侧同时出现,故总体绘成图示形状。这种涡旋的发生可能是由
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于时均剪切力作用于起始的各向同性脉动的结果。另一种大尺度

涡旋是沿流向在尾流中近似等距排列, 其运动包含一种类似射流

形式的流动,从尾流中部向外喷射, 在紊动流体与非紊动流体的界

面上产生隆起现象, 由外转回尾流中部的流动则比较分散, 见图

2. 10( b)。这种涡旋的产生可能是由于时均流速分布剖面的局部

不稳定所致,它的出现是间歇的和不规则的。

图 2. 10 尾流的相干结构 [6]

( a ) 尾流中的双滚涡旋 ;  ( b) 尾流中的“射流型”涡流

对于壁面紊流, 由于固体边壁的影响, 其结构比自由紊流复

杂,汤森等对相干结构的存在早有觉察, 及至猝发现象被揭示后就

更为明确,其产生过程和马蹄形涡的发展等已见前述。尽管猝发现

象与尺度为边界层厚度量级的三维结构的迁移可以联系起来, 但

还没有得到一个和自由紊流那样较为明晰的相干结构的图型。

紊流发生过程中出现大尺度结构, 以后如何发展演变的问题

还在不断研究中,按后面将要讨论的涡旋拉伸理论, 总的趋势是尺

度由大变小,最后形成大小交错的复杂的涡旋结构。也有认为在某

些情况下,紊动发生时一开始即猝发许多小尺度的紊动。在高雷诺

数下自由紊流中是否还存在相干结构还有不同意见。

从空间角度说,紊动的发生最初是局部性的, 局部性的紊动发
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生以后, 在原层流中形成一个紊动斑 ( tu rbulent spot ) ,图 2. 11 为

平板边界层中人工产生的紊动斑, 它的前端的速度大于尾端的速

度, 于是逐渐扩大。紊动斑通过流场中空间某点时, 该点流速即出

现脉动, 紊动斑经过后又恢复为层流流速, 因此呈现间歇性

( intermitt ency)。在圆管中层流转变为紊流时, 局部紊动常沿径向

图 2. 11 紊动斑 [ 6]

发展,先充满全断面, 形成一个紊动流段,顺流而下。在紊动还未充

分发展的过渡阶段,某处流动会在一段时间为紊流, 另一段时间为

层流。图 2. 12为实测管流中不同半径处的流速过程线, 从图可见

紊流和层流间隔出现的情况。过渡阶段的时均流速 u�( y)可表示为

u�( y) = ( 1 - γ) uL + γuT ( 2. 1)

式中 uL 为层流时流速, uT 为紊流时流速, γ称为间歇系数,即紊流

所占时间与层流所占时间的比值。

随着时间的推移,紊动斑不断发展, 又不断和其他新产生的紊

动斑相遇并互相掺混,沿流向紊动斑点复盖的范围不断扩大, 直到

最后紊动斑合成一个占据全部流动空间的、充分发展了的紊流运

动。
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图 2. 12 管流中的间歇现象 [5]

四、充分发展紊流的特性

我们先看看充分发展的紊流现象的特征。图 2. 13 为用流动显

示方法测取的紊流图形: ( a)为槽内紊流; ( b)为紊动射流。由图

可见紊流中存在极为复杂的各种涡旋运动。图 2. 14 为用无惯性仪

器测得紊流中一个固定点的流动参量随时间变化的示波图: ( a)

是流速纵向分量的变化; ( b)是压强的变化。由图可见这些流动参

量都有强烈的脉动。

这样, 紊流除了具有粘性流体的共同性质如连续性和机械能

的粘性耗损等以外,其主要特征有下列几个。

1. 不规则性 流体质点作极不规则的运动, 它的轨迹是一条

蜿蜒曲折的线。流场中各种流动参量的值呈现强烈的脉动现象, 具
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图 2. 13 �流动显示测得的紊流图形 [6]

( a)槽内紊流

有一定的随机性质。

2. 扩散性 流体的各项特性如动量、能量、温度和含有物质

的浓度等通过紊动向各方传递,一般从高值处向低值处扩散。这个

性质在技术工作中常起重要的作用。

3. 三维有涡性 紊流是有涡运动, 而且总具有三维的特征。

在后面讨论紊流中涡量脉动的一个重要机理——涡体的拉伸时,

可以看到这种涡量的瞬时分布不可能是二维的。

4. 大雷诺数 流动的雷诺数超过某个临界值以后,流动不稳
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图 2. 13 �流动显示测得的紊流图形

( b)紊动射流

定,扰动才能发展形成紊流。

目前比较为大家认可的一个观点是: 紊流是由各种不同尺度

的大小涡旋组合而成的复杂运动。正因为这样, 所以能起扩散作用
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图 2. 14 紊流的脉动现象

和显示出流动的极不规则性。用恰当的流动显示技术可以摄得流

动中复杂的涡旋图形的照片如图 2. 13所示。

还要指出,紊动并不是流体本身固有的一种性质(如粘滞性) ,

而是一种特定的流动形态。因此,它的特征对各流体都适用, 但和

边界条件有密切关系,不同边界类型下的紊流各有其特点, 而各自

成为一种类型。

五、紊流的类型

目前按紊流的流动特点常分为下列几类:

1. 各向同性均匀紊流 指紊动特征 (如紊动强度)在流场中

各坐标点上是一样的、在各个方向也是一样的紊流。在这种紊流中

没有流速梯度,也就没有剪切应力。这是一种最简单的紊流, 在实

际中很难找到,它只是为便于理论探讨的一个假想模型。风洞格栅

后一定距离处的紊流可作近似的各向同性均匀紊流来探讨。

2. 剪切紊流 指有流速梯度因而有剪切力的紊流,实际中的

紊流多属于这类。其中又可分为: ( 1) 自由紊流, 流速梯度是由间

断面引起,紊动发展不受边壁限制。自由射流和绕流体后面的尾流

等属于这类。( 2)壁面紊流, 流速梯度是由固体边壁引起。壁面上

紊流边界层、管道和明槽中的紊流都属于这类。分别如图 2. 2( a)

( b)所示。
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2. 3 统计平均法

紊流的主要特征既然是质点运动很不规则、具有一定的随机

性质, 用经典力学的确定性方法去研究其运动时会遇到很大的困

难,因此就会考虑到用处理随机现象的统计方法进行研究。最早应

用统计方法研究紊流的是泰勒( T aylor , G. I . 1921) , 60 多年来发

展了一般称为紊流的统计理论,但距离能解决实际问题还很远, 系

统介绍已超出本书的范围。这里只对用统计方法描述紊流的基本

概念作一定的介绍,以为后面讨论和以后在工作中遇到有关问题

需要进一步学习时的导引。

首先,描述随机变量大小的一个重要特征是它的平均值。平均

的方法有多种,这里介绍在紊流研究中两种主要的平均方法。

一、时间平均法

这种方法是将随机变量的瞬时值在一定时段内进行平均。这

样对所论变量就有瞬时值、时均值和两者之差的脉动值三个值。以

紊流的主要变量流速做典型讨论。以 u 表示瞬时流速值, u�表示其

时间平均值, u
′表示其脉动值, 三者的关系为

u = u�+ u
′

( 2. 2)

其中时均值的定义为

u�= lim
T→∞

1
T∫

t
0

+ T

t
0

udt ( 2. 3)

式中 t0 为取平均的起始时刻, T 为取平均的时段长。理论上 T→

∞,实际处理时 T 的长短看问题性质和精度要求而定。

u′= lim
T→∞

1
T∫

t
0

+ T

t
0

u′dt = 0 ( 2. 4)

即一切脉动值的时均值都等于零。
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二、系综平均法

系综平均法( ensemble average) , 或称统计平均法, 或总体平

均法。这个方法是在同样条件下重复进行多次试验, 每次试验都要

在同一地点同一时间取样,样本的总和称为总体。设对流场中某点

(如图 2. 15a 中水箱定常泄流的管内 A 点)进行流速的量测, n 为

同一流速 u 值出现的次数, N 为样本总数, 则系综平均值为

( u�) e =
∑
n

1

nun

N
( 2. 5)

  如果流动是非定常的,在本例是当水箱中水位变化的情况, 则

A 点流速随时间变化,其系综平均值的确定需要分时段量测。在每

隔一个Δt 时间测一个 uA 值, 在 mΔt 时间内共测 m个 uA 值。同样

条件下重复 N 次试验, 这样就可对每个瞬间得到 N 个 uA 值, 按

式( 2. 5)分别计算其系综平均值。如 Δt 足够短, m 足够多,即可得

到( u�A ) e 随时间变化的连续曲线如图 2. 15( b )所示。

图 2. 15 系综平均

由此可见,系综平均的方法对于定常流动和非定常流动都是

适用的,是一个具有普遍性的平均方法。至于时间平均法, 从它的
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定义可见,对于非定常流动严格说来是不适用的。

系综平均法虽然具有理论上普适的优越性, 但实际工作中很

难做到足够多次的严格重复的试验,而往往是在时均流动为定常

的紊流中, 在一个时段 T 内测量某定点的流速变化过程进行平

均,实际上是时均法。这样就提出一个问题, 时间平均值在统计上

的作用如何? 和系综平均值的关系如何?

从数学上可以证明, 当一个随机过程是属于平稳过程

( Stat ionary process)而且又具有遍历性或各态历经性 ( Ergodic) ,

亦即满足遍历定理的必要和充分条件时, 其时间平均值与系综平

均值是相等的。所谓平稳过程是指随机过程的统计特性不随时间

推移而变化的过程。遍历定理及其充分与必要条件可参考概率论

的书籍。

对于流体力学,遍历定理是否适用尚未得到证明, 一般假定定

常紊流具有遍历性,故在以后讨论中对时间平均和系综平均不再

加以区别。

在采用平均法处理随机变量时, 常会遇到对两个变量的平均

运算,令 f 及 g 代表两个变量,有下列运算法则:

( 1)  f + g = f + g�

( 2)  af = a f�  a 为常数

( 3)  f ·g = f ·g�+ f ′g′  f ′、g′为脉动值

( 4)  
�f
�s

=
�f�

�s
,  s= x、y、z、t

其中要特别注意第 3 个法则: 两变量相乘的平均值等于变量的平

均值的乘积加上两变量脉动值的乘积的平均值, 即多了后面这一

项。这些法则从平均的定义关系式如( 2. 2)、( 2. 4)容易得到证明。

紊流的流动参量如流速、压强等都采用平均方法处理时, 就可

将瞬时运动分解成两部分: 平均运动(或时均运动 )和脉动, 前者

用流动参量的平均值(时均值)描述其运动, 后者用脉动值描述其
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运动,具体方程在下章讨论。对于一般实际问题, 主要在于求平均

运动(时均运动)。

进行紊流的讨论时,由于方程中项数繁多, 目前多采用一种下

标符号: 用 x 1、x2 , x 3 代表直角坐标的三个坐标轴, 合并起来以 xi

( i= 1, 2, 3)表示。例如对于平行的时均流动, x 1 代表时均流动方

向, x 2 代表垂直方向或竖向, x 3 代表横向。流速和所有的矢量参量

都用下标 i代表 i方向的分量, 如 ui 即代表三个分量 u1、u2 和 u3。

除 i外,也可用 j , k等作为下标符号。有一个规定: 在一项中有一

个下标符号重复出现时, 此项即代表这个下标符号为 1、2、3时的

各项之和,例如

�ui
�x i

= ∑
3

i= 1

�ui
�xi

=
�u1

�x 1
+
�u2

�x2
+
�u3

�x 3

如有重复下标而不要求各项相加,则需加以说明。反之在一项中的

下标没有重复出现的就不代表各项相加, 例如 a ibj 代表 i= 1, 2, 3

和 j = 1, 2, 3 的 9 个独立变量 a 1 b1、a 1 b2、a 1 b3、a 2 b1、a 2 b2、a 2 b3、a 3 b1、

a 3 b2 和 a3 b3 而无需相加。a ibj 也称为张量。又如( a ibj - a j bi)也不要

相加。

2. 4 紊动的概率分布

随机变量的另一个重要特征是它的概率分布。仍以流速 u 作

为随机变量讨论有关的概念如下。

频率与概率  在观测 N 个 u 的数据中, 设在 u a < u < ub 的

范围内的数据有 n 个, 则
n
N
称为 u 出现在 u a < u < ub 间的频率

( frequency)。当 N 的数目不断加大,频率逐渐趋近一个极限值 P ,

称为 u a < u < ub 之间 u 的概率( probability) ,即

P ( u a < u < ub ) = lim
N→∞

n
N

( 2. 6)
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  概率密度函数  上述表示方法是适用于离散变量的情况。

如果 u 的变化是连续的, 则采用另一种表示方法。令- ∞< u≤u a

的区间,即小于 u a 值的概率定义为 u 的分布函数 F ( u )在 u 的值,

即

F ( u) = P ( - ∞ < u ≤ u a ) = P ( - ∞, u a) ( 2. 7)

分布函数对 u 的导数

dF ( u)
du

= p ( u ) ( 2. 8)

称为概率密度函数( probability dens ity function) , 则

F ( u) =∫
u

- ∞
p ( u) du ( 2. 9)

当 u 增加一个微量 δu 时, 分布函数的增量 δF ( u)就是 u 在 δu 区

间的概率。

从概率的定义可知

 ∫
∞

- ∞
p ( u ) du = 1 ( 2. 10)

也就是在 u 增大的过程中, F ( u)的值在 0 与 1 之间, 见图 2. 16

( a)。

要了解 u 的变化情况, 就是要知道它的分布函数,或者它的概

图 2. 16 分布函数与概率密度函数
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率密度函数。

随机变量的分布函数的形式有多种,其中最重要的是正态分

布,或称高斯分布。正态分布函数为

F ( u) =∫
u

- ∞
p ( u) du =

1

σ 2π
∫

u

- ∞
exp -

( u - u�)
2

2σ
2 du

( 2. 11)

相应的概率密度函数为

p ( u) =
1

σ 2π
exp -

( u - u�)
2

2σ
2 ( 2. 12)

式中 u�为 u 的统计平均值或称数学期望,从它的概念的建立, 可以

定义为

( u�) e = u�=∫
∞

- ∞
up ( u) du ( 2. 13)

σ为标准差,它的定义为

σ2 =∫
∞

- ∞
( u - u�) 2 p ( u) du ( 2. 14)

σ
2
称为方差。

正态分布是左右对称的, 如图 2. 17( a)所示。当 u= u�时, p ( u)

具有最大值。σ愈小, u 值愈集中在 u�的附近, 分布曲线愈陡。在 u

= u�±σ处为拐点。p ( u)曲线以下的总面积为∫
∞

- ∞
p ( u) du = 1。

如改以脉动流速 u
′
作为随机变量, 即设 u�= 0, 则分布曲线对

称于 p ( u
′
)轴如图 2. 17( b)所示。显然 p ( u

′
) = p ( u)。

在均匀紊流,流速的概率分布接近正态分布。得到格栅后紊流

实测资料的证实。

在剪切紊流,一般说来脉动流速的概率分布不是正态的。在流

动的轴线附近略为接近正态,愈近边壁或自由紊流的边缘, 偏离正

态愈大。总的说来,由于流动受连续性规律的制约, 运动不可能完

全是随机的。
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图 2. 17 正态分布

2. 5 流速的统计矩

流速统计平均值的定义是 u�=∫
∞

- ∞
up ( u) du, 此式可以解释

为平均值 u�是 u 值对原点的一阶矩(图 2. 17a)。这个概念可以推

广到对原点的任意 m 阶矩,即

原点矩:     u�m =∫
∞

- ∞
um p ( u) du ( 2. 15)

为简化常取对平均值的矩(即设 u�= 0) ,称为中心矩。m 阶的

中心矩可表示为

中心矩:     u
′m

=∫
∞

- ∞
u
′m

p ( u
′
) du
′

( 2. 16)

各阶统计矩都有其物理意义,表示分布函数的特征, 因而都是

随机变量的重要统计特征。

一阶原点矩 u�为统计平均值。

一阶中心矩u
′
= 0。

二阶中心矩 u′
2

= σ
2
称为方差( variance) ,表示相对于平均值

的平均分散程度,是应用甚广的一个统计特征。σ= u′
2
称为标
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准差( st andard deviat ion) ,σ值愈大, 正态分布曲线愈宽坦。

三阶中心矩 u′3 是衡量概率密度曲线偏斜度( skewness)的指

标。以σ将之无量纲化为
u′

3

σ
3 = α3 , 则α3 = 0为左右对称的曲线, 对

正态分布曲线 α3 = 0。如 α3 > 0,曲线不对称,长尾伸向正轴方向;

α3 < 0则长尾伸向负轴方向。

四阶中心矩 u′4是衡量概率密度分布曲线峰态的一个参数, 可

无量纲化为
u′4

σ4
= α4 ,α4 值是表示曲线峰态( Kurt os is)或平坦度的

一个指标。对正态分布α4 = 3。α4 愈大表示峰型愈宽坦。

在紊流研究中, 脉动流速分量 u
′
i 的二阶中心矩 u′

2
i 代表 i分

量的紊动强度( t urbulence int en sity)。有时也用 u′2 i代表紊动强

图 2. 18 平板紊流边界层的紊动强度分布 [ 6]
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度, 称为 u
′
i 的均方根 ( root -mean-square, 常简写为 rms)。如以平

均流速或某一特征流速除 u′2 i 使之无量纲化, 则称为相对紊动

强度。

对于实际紊流, 测量出脉动流速即可算绘出流场中紊动强度

的变化情况,供实际工作分析应用。图 2. 18 为平板紊流边界层中

紊动分布的例子。图中取边界层外的流速 U0 为特征流速。由图可

见在边界层外缘, 三个方向紊动强度相同, 说明有各向同性的性

质。在 80%的区域中各分量不等,愈近边壁差别愈大, 其中沿流向

分量最大。图 2. 19 为近壁区的紊动强度分布, 约在
v* x 2

ν
≈25 处

u�′2 达到最大, 其值为 0. 115U0≈3v* 。此外, 近年有人还测出粘

性底层内的脉动资料,说明在底层内也存在紊动。

图 2. 19 平板紊流边界层近壁区的紊动强度分布 [ 6]
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2. 6 紊流脉动量的相关

在随机过程的研究中, 常要分析两个随机变量之间相互影响

的 程 度, 亦 即 它 们 的 联 系 程 度, 在 统 计 学 上 称 为 相 关

( correlation) , 也称为协方差( covariance )。在紊流中任何两个脉

动量之间都存在相关关系。仍以脉动流速为典型进行讨论。脉动

流速有下列几种相关:

( 1) 同一点上两个脉动分速 u
′
i, u
′
j 的相关, 其定义为

u′iu′j = �
∞

- ∞
u′iu′j p ( u′i, u′j ) du′idu′j ( 2. 17)

式中 p ( u′i, u′j )称为联合概率密度, p ( u′i, u′j ) du′idu′j 表示 u′i 出

现在 u′i 和 u′i+ du′i之间,同时 u′j 又出现在 u′j 和 u′j + du′j 之间

的概率。按此定义,两变量的相关就是其二阶矩。单位质量流体的

雷诺应力- u′iu′j是这种相关的重要例子。

两个变量的相关关系常用无量纲的相关系数 ( correlat ion

coefficient ) R 表示。对这种情况,常写为

Rij =
u′iu′j

u′2i u′2j
  (不相加) ( 2. 18)

  ( 2) 同一点同一脉动量,但是在不同瞬间 t
′
和 t
′
+ t 的两个量

的相关,称为欧拉的时间相关或自相关( autocorrelat ion )。以 u
′
1 为

例,其自相关写为

QE ( t) = u′1 ( t′) u′1 ( t′+ t) ( 2. 19)

相应的自相关系数为

RE ( t) =
u′1 ( t′) u′1 ( t′+ t)

u′21
( 2. 20)

  ( 3) 流场中两点的脉动流速的相关常称为空间相关 ( spatial

correlat ion )。设其中一点的坐标为 x ,另一点与它的距离为 r , 坐标
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为 x+ r ,则脉动流速不同分量之间的空间相关为

Qij ( x , r) = u′i( x) u′j ( x + r) ( 2. 21)

相应的空间相关系数为

R ij ( x, r ) =
u′i( x ) u′j ( x + r)

u′2i ( x ) u′2j ( x + r)
( 2. 22)

空间相关是一个二阶张量,它由 9个分量( i, j = 1, 2, 3)组成。

对于各向同性的均匀紊流, 可以证明空间相关中 i≠j 的 6 个

分量都为零。而 i= j 的 3个分量中有 2个相等。因此 Qij ( x, r)只

决定于两个相关分量,它们也有其相应的相关系数。常用的两个相

关分量是纵向相关u
′
1 ( x 1 ) u

′
1 ( x 1 + r )和横向相关u′2 ( x 1 ) u′2 ( x 1 + r)

如图 2. 20所示。其相应系数分别为

纵向相关系数 f ( r ) =
u′1 ( x 1 ) u′1 ( x 1 + r )

u�′
2 ( 2. 23)

横向相关系数 g ( r) =
u′2 ( x 1 ) u′2 ( x1 + r )

u′
2
2

( 2. 24)

图 2. 20 纵向相关和横向相关

图 2. 21为 f ( r )及 g ( r )

曲线, 当 r→∞, f ( r )及

g ( r) 均为零, 说明距离

很远的两点其脉动在统

计上没有联系。

以上只讨论脉动流

速的二阶相关。在实际

紊流中还有其他随机性

的脉动变量如压强脉动

p′、温度脉动 T
′
和浓度

脉动 c′等。它们和脉动

流速都可组成相关如u′ip′、u′iT
′
、u′ic′等。脉动流速也有三阶相关

如( u′i) A ( u′k ) A ( u′j ) B , A、B 指距离为 r 的两点。再者, 前几节讨论
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图 2. 21 纵向相关系数和横向相关系数

的统计平均、概率分布

和统计矩等各种统计概

念和统计特征值的表示

方法对于压强、温度和

浓度等随机变量当然都

是适用的, 读者可自行

类推。

应用相关概念对紊

流进行理论研究, 自泰

勒提出以来有不少工

作,但目前还只限于对各向同性紊流取得一定的成果, 可参考紊流

的专著。

2. 7 紊 动 比 尺

在紊流的研究中, 常采用紊动比尺作为衡量紊动尺度的一种

标准,也是研究紊流的一种手段。紊流理论中用到的比尺有两类:

一类称为紊动的微分比尺或微比尺( microscale) , 也称为耗能比尺

( dissipat ion scale) ; 另一类为紊动的积分比尺 ( Integral scale)或

大比尺( macro scale)。这些比尺可以通过脉动流速的相关推求。

先看时间比尺。按同一点同一脉动流速的自相关系数

R E ( t) =
u′i( t′) u′i( t′+ t)

u′2i

求其积分  ∫
∞

0
R E ( t) dt = T E ( 2. 25)

T E 是一个时间, 称为欧拉的积分时间比尺。T E 可粗略地衡量紊动

联系着 u
′
i的最长时段。RE 与时间的一般关系如图 2. 22所示。将

R E ( t)按泰勒级数展开
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R E ( t) = 1 +
�RE

�t 0
t +

1
2
�

2
RE

�t
2

0
t

2
+ ⋯

图 2. 22 自相关系数示意

因R E ( t ) 是一个 t的对称函数 , 所以
�R E

�t t = 0
= 0 , 对 t的较小值 ,

R E ( t)可写为

RE ( t) = 1 +
1
2
�2 RE

�t 2
0
t

2

或 RE ( t) = 1 -
t

2

τ
2
E

式中
1
τ2E

= -
1
2
�

2
R E

�t
2

t = 0

( 2. 26)

τE 称为欧拉的时间微比尺。τE 为与 RE ( t)曲线在 t= 0 处相切的一

个抛物线在 t 轴上的截距, 它粗略地衡量紊动联系着 u
′
i 的最短时

段。

现讨论长度比尺。上节提到,对于均匀各向同性紊流, 相关张

量只决定于纵向相关系数 f ( r)和横向相关系数 g ( r )。现由它们推

求长度比尺。

设 A、B 两点都在 x1 轴上, A 点坐标为 x 1 , B 点坐标为 x 1 + r,

当 r 为小值时, u
′
i( x1 + r )可以写为
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u′i( x1 + r) = u′i( x 1 ) +
�u
′
i( x 1 )
�r
δr

取其方差,忽略二次微量后为

u′i( x 1 ) +
�u′i( x 1 )
�r
δr

2

= u′2i ( x 1 ) + 2u′i( x 1 )
�u′i( x 1 )
�r
δr

在均匀紊流中,脉动流速的方差沿程保持不变, 则上式左边与右边

第一项应相等,故

u′i( x 1 )
�u′i( x1 )
�r

= 0

即脉动流速与其导数的相关为零。将上式取导数可得

u′i
�

2
u′i
�r 2 +
�u′i
�r

2

= 0

或写为 u′i
�2u′i
�r 2 = -

�u′i
�r

2

推广, 当u′i及其各次导数的方差均为常数时, 可得下列的一般式:

u′i
�

( 2m + 1 )
u′i

�r
( 2 m+ 1) = 0 ( 2. 27)

及 u′i
�

2m
u′i
�r

2m = ( - 1)
m �

m u′i
�r

m

2

( 2. 28)

式中 m 为 0或任意正整数。

由式( 2. 23)、( 2. 24) : �

f ( r ) =
u′1 ( x 1 ) u′1 ( x1 + r)

u′
2
1

( 2. 23)

g ( r ) =
u′2 ( x 1 ) u′2 ( x 1 + r)

u′
2
2

( 2. 24)

将 u
′
1 ( x 1 + r )按泰勒级数展开:

u′1 ( x 1 + r ) = u′1 ( x1 ) + r
�u′1 ( x1 )
�r

+
r

2

2!
�

2
u′1 ( x 1 )
�r

2 + ⋯

将此式乘以 u
′
1 ( x 1 )并进行平均得
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u′1 ( x1 ) u′1 ( x 1 + r ) = �u′
2
1 ( x 1 ) + ru′1 ( x 1 )

�u′1 ( x 1 )
�r

+
r

2

2!
u′1 ( x1 )
�2 u′1 ( x 1 )
�r 2 + ⋯

将上式代入式( 2. 23)并考虑式( 2. 27) , ( 2. 28) , 得

f ( r ) = 1 -
r 2

2! u′
2
1

�u′1
�r

2

r = 0
+

r 4

4! u′
2
1

�
2
u′1
�r

2

2

r= 0

- ⋯

( 2. 29)

如只取前二项并令

1
λ2f

=
1

2 u′21
�u′1
�r

2

r= 0
= -

1
2
�2f
�r 2

r= 0
( 2. 30)

则得 f ( r ) = 1 -
r

2

λ
2
f

( 2. 31)

同理可得 g ( r) = 1 -
r

2

λ
2
g

( 2. 32)

式中
1
λ2g

=
1

2 u′22
�u′2
�r

2

r= 0
= -

1
2
�2g
�r 2

r = 0
( 2. 33)

  因
�u′1
�r

2

,
�u′2
�r

2

分别代表纵向和横向脉动流速梯度的均方

值,λf 和 λg 可作为表示这种变化率的尺度。脉动速度的梯度可认

为是微小涡旋所引起的,因而 λf 和λg 就是微小涡旋纵向和横向平

均尺度的一种衡量。因紊动能量的耗损是由
�u′i
�r

2

确定的, λf 和λg

也是耗能涡旋尺度的一种度量。所以λf 和λg 称为紊动的纵向微比

尺和横向微比尺,也称为纵向耗能比尺和横向耗能比尺。

两种微比尺之间可证明有下列关系

λf = 2λg ( 2. 34)

  从纵向和横向的相关系数还可得出两个积分比尺:
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纵向积分比尺  Λf =∫
∞

0
f ( r ) dr ( 2. 35)

横向积分比尺  Λg =∫
∞

0
g ( r ) dr ( 2. 36)

它们分别表示两点的纵向脉动流速或横向脉动流速发生相关的最

大平均距离。

对于均匀紊流, 可以求得长度比尺和时间比尺之间的关系如

下。

在均匀紊流, 设时均流速 u�= u�1 , 当脉动流速 u′1 n u�1 时,可以

近似得到

�
�t

= - u�
�
�x

( 2. 37)

这个关系称为泰勒假设。据此,有

( x 1 + r) - x 1 = u�[ ( t′+ t) - t′]

则在 t′与 t′+ t 时刻的两个脉动流速 u′1 的乘积对 t′的平均, 和相

应位置 x 1 与 x 1 + r 的两个 u′1 的乘积对 x 1 的平均是等同的,即

u′1 ( x 1 ) u′1 ( x 1 + r ) = u′1 ( t′) u′1 ( t′+ t)

由式( 2. 23) u′1 ( x 1 ) u′1 ( x 1 + r ) = u′
2
1 f ( r )

由式( 2. 20) u′1 ( t′) u′1 ( t′+ t) = u′21R E ( t)

因此有 f ( r ) = RE ( t) ( 2. 38)

积分得  ∫
∞

0
f ( r ) dr =∫

∞

0
R E ( t) dr =∫

∞

0
R E ( t) dt ¡¤u�

即 Λf = u�T E    ( 2. 39)

这就是纵向积分比尺和欧拉时间积分比尺的关系。同样, 微分比尺

之间也有下列关系:

λf = u�τE ( 2. 40)

2. 8 涡旋的拉伸与涡旋级串

前面提到紊流是由各种尺度的大小涡旋组合而成,本节将讨
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论它是怎样发展形成的。涡旋发展的一个主要机理是涡旋的拉伸,

下面分几点说明涡旋拉伸的性质及其产生的结果。

( 1) 涡旋变形的影响以拉伸为主, 拉伸导致涡量的强化。

从 1. 8 节的涡量方程出发,将涡量方程写成下标表示的形式

如下:

�Ωi
�t

+ u j
�Ωi
�x j

= Ωj
�ui
�x j

+ ν
�

2
Ωi
�x j�x j

( 2. 41)

式中左边是涡量的全变率
DΩi
Dt

, 右边第一项即我们要分析的涡旋

拉伸引起涡量的增减。取一微小的元涡其长度为 δs, 沿元涡方向 s

的涡量为Ω, 由涡线定义有

Ωj

Ω
=
�x j

�s

则 Ωj
�ui
�x j

= Ω
�x j

�s
¡¤
�ui
�x j

= Ω
�ui
�s

代入式( 2. 41) ,忽略粘性项, 并取 i为 s方向得

DΩ
Dt

= Ω
�u s

�s
=
Ω
δs

D(δs)
Dt

( 2. 42)

可见涡量Ω随元涡长度 δs的增长而增加, 也就是当元涡拉伸时涡

量加强。反之,如元涡缩短, 涡量也减弱。

涡量场中元涡有拉伸也有压缩,结果涡量是增强还是减弱呢?

现考虑简单的二维应变场,并设
�u1

�x 2
= 0。由连续方程有

�u1

�x 1
= -
�u2

�x 2
= m

m 为一常量。设 Ω1 为拉伸方向的涡量, Ω2 为压缩方向的涡量, 则

按式( 2. 42)有

DΩ1

Dt
= Ω1m  

DΩ2

Dt
= - Ω2 m

积分得 �Ω1 = Ω0 e
mt
  Ω2 = Ω0e

- mt
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Ω
2

= Ω
2
1 + Ω

2
2 = 2Ω

2
0 cosh2mt

上式说明,对所有+ mt, Ω都是增强的。而且在拉伸方向 Ω1 按 e
mt

规律增强, 增加的速率很大, 在压缩方向 Ω2 按 e
- mt规律减小, 当

mt 值较大时,Ω2 减弱是很缓慢的。所以总的说来,元涡拉伸, 断面

缩小,涡量加强是主要的。

图 2. 23 元涡方向的改变

( 2) 涡旋拉伸的发展

说明紊动必然是三维的。

  现对 Ωj
�ui
�x j
项取 i=

1 , j = 2 , 流动示意如图

2. 23。涡量为 Ω2 的元涡

在流速梯度
�u1

�x 2
> 0 的作

用下,将发生方向的改变,

原来在 x 2 方向的涡量将

分出一个 x 1 方向的分量,

即发生涡量在各分量上的

改变。这种情况继续发展,

可使简单的涡量分布转变为错综复杂的三维涡量分布。从另一方

面 说, 设 想 有 一 个 二 维 的 瞬

时流动 , 其紊动是二维的 , u3 = 0, Ω1 = Ω2 = 0,
�ui
�x3

= 0。容易看到

Ωj
�ui
�x j
都等于零, 则元涡将没有拉伸, 得不到强化, 紊动就无法形

成与维持。所以可得出结论: 对于紊流, 尽管时均流动可以是二维

的,紊动则必然是三维的, 即瞬时量必然是三维的。

( 3)涡旋拉伸的发展导致小尺度涡旋的各向同性。  元涡在

一个方向例如 x 1 方向的拉伸缩小了断面而强化了涡量,其结果增

大了另外两个方向的流速分量, 这样使得邻近的 x 2 , x 3 两个方向

·07·



的元涡也受到拉伸。伯勒特梭( Bradshaw , P. )提出紊动涡旋的“家

谱”(图 2. 24)来描述紊动的发展过程。由图可见, 一个方向涡旋的

拉伸诱发另外两个方向涡旋的拉伸,如此“一代一代”传递下去, 各

方向的涡旋分布愈来愈趋于均匀。因此得出结论: 在紊流中, 小尺

度涡旋没有特殊的方向性,即具有各向同性的特征。

图 2. 24 紊动涡旋的“家谱”[ 5]

( 4) 涡旋级串的形成  根据汤森等人的研究, 存在于时均

流动的各种尺度涡旋中, 以方向和流场中的正应变主轴大体一致

的涡旋为主,从时均流动吸取能量, 然后逐级传递下去。由于涡旋

拉伸,尺度逐级变小, 转速则增大,粘性应力梯度也随之增大, 粘性

对涡量的扩散愈来愈重要。当粘性对涡量的扩散与拉伸对涡量的

加强互相平衡时, 涡旋尺度不再减小, 而达到极限, 最后能量通过

小尺度的涡旋耗损转化为热能。这样形成一个涡旋的级串( vort ex

cascade)。

在涡旋尺度还没有小到足以使粘性发挥作用以前,能量逐级

传递的过程可以认为和粘性无关。消耗能量的数量则决定于开始

下传能量的数量。
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2. 9 紊 动 能 谱

紊流在结构上既然可以看作是由许多大小不同的涡旋组成,

就会考虑到把紊流分解,研究各种涡旋所占的成分, 分析其不同性

质以及在能量分布、能量传递和耗损等过程中的作用。对紊动的分

解可以从两个角度进行: 因为大小不同的涡旋引起不同频率的脉

动,所以可按频率将紊动分解成各种脉动, 求得其所占脉动能量的

分布,称为频率谱( frequen cy spectrum )。也可认为各种涡旋引起

波长不同的波动,于是按波长将紊动分解成不同的波动, 求得其所

占脉动能量的分布,称为波(数)谱( wave number spectrum)。统称

为能谱( energy spect ram )。

一、频率和波数

常用的频率有两种涵义: 一种是单位时间内发生的次数,以 n

表示; 另一种是单位时间内发生的弧度数, 因是以转动一周代表

波动一次, 也称圆(周)频率,以ω表示。两种频率的量纲都是 T
- 1
。

因为发生一次的弧度为 2π,所以 ω= 2πn。发生一次需要的时间为

周期 T , 故 T =
1
n

=
2π
ω
。

波数是指单位距离内按波长计的个数。因波在 x 1 方向的前进

速度为 u�1 ,一个波的长度就等于 u�1T ,所以波数 k
′
1 =

1
u�1T

=
n
u�1
。另一

方法是将波长按 2π弧度计,单位时间的弧度数为 2πn,距离为 u�1 ,

相应于一个弧度的波动距离为
u�1

2πn
,因而波数 k1 =

1
u�1 / 2πn

=
ω
u�1

, 即

指单位距离的弧度数。k
′
1 和 k1 的量纲都是 L

- 1
。

二、一维能谱与三维能谱

能谱中较简单的是一维能谱。讨论限于时均流动为定常的紊
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流,以某点的纵向脉动分速 u′1 为分析对象, 定义

u′
2
1 =∫

∞

0
E 1 ( n) dn ( 2. 43)

E 1 ( n)称为 u′1 ( t)的能谱密度( energy densit y spectrum )。E 1 ( n) dn

表示频率在 n 和 n+ dn 之间的 δ( u′
2
1 ) , 所以能谱就表示各种频率

的脉动的能量分布。

一维能谱也可用波数表示为

u′21 =∫
∞

0
E 1 ( k1 ) dk1 ( 2. 44)

  对均匀各向同性紊流, 纵向能谱密度 E 1 ( k1 )和横向能谱密度

E 2 ( k1 )如图 2. 25所示。

图 2. 25 一维能谱曲线

一维能谱简单, 但有不足之处, 因紊动总是三维的,故需要引

入三维能谱。三维能谱用波数 k 比用频率 n 表示更为方便。现定

义三维能谱函数 ( t hree dimensional energy spect ru m function )

E ( k)为

 ∫
∞

0
E ( k) dk =

3 u′
2

2
( 2. 45)

上式说明 , 三维能谱函数的积分就是单位质量的脉动动能 , 即

E ( k)曲线以下的总面积。使用三维能谱函数也只适用于各向同性

的均匀紊流。
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  能谱分析和相关分析是紊流统计理论的两个重要组成, 都可

以建立方程: 相关方程和能谱方程进行分析, 两者在数学上也有

密切关系,这些已超出本书讨论的范围, 可阅读紊流的专著。但由

于能谱的性质对不少实际工作常有重要的意义, 下面还拟介绍一

点有关三维能谱特性的知识。

三、能量级串

按照前述紊流涡旋级串的观点, 紊动能量是通过大涡旋从时

均流动吸取,逐级向小涡旋传递, 最后通过粘性作用转变为热能而

耗散的,这个作用主要由小涡旋来执行。这种能量按涡旋尺度逐级

传递的现象称为能量级串( en ergy cascade)。那么, 各级涡旋占有

的能量比例如何,它们各有什么不同特性, 这正是能谱分析要解决

的问题。

经分析研究, 目前认为三维能谱全部波数范围可分为下列几

个特性不同的分区如图 2. 26所示。

图 2. 26 三维能谱函数的分区
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1. 大涡旋区

这部分涡旋的能量虽可达总动能的 20%左右, 但从曲线可

见,尺度大(波数小)的涡旋并不具有大的能量。大涡旋变化缓慢,

时间因素作用小,所以很稳定。它受时均流动影响大, 各向异性的

特点明显。总之这部分涡旋要受外界条件的制约。

根据巴切勒·普鲁德曼( Batchelor -Proudman 1956)的研究,

最小波段的能谱为

lim
k→0

E ( k, t) = I ( t) k
4

( 2. 46)

式中 I ( t) =
u′

2

3π∫
∞

0
r 4 f ( r , t) dr

I ( t)是大涡旋区能谱的一个主要因素。大涡旋对紊动扩散起重要

作用,因此紊动扩散系数 D t 也是大涡旋区能谱的主要影响因素之

一。紊动扩散问题将在下章论述。

2. 载能涡旋区

此区位于能谱曲线 E ( k, t)的最大值附近, 能量最大的涡旋称

载能涡旋( energy-containing eddlies )。其平均波数以 ke 表示, 则

载能涡旋的代表尺度 l e 可定义为

l e =
1
k e

( 2. 47)

在此区涡旋变化较快,有

 1 
u′2

d u′2

dt
～ ( k

3
e E )

1 / 2
( 2. 48)

故时间 t 是决定能谱的影响因素之一。

随着波数加大,能量耗损渐趋重要, 决定能量耗损的因素有两

个: 单位质量的能量耗损率 ε和运动粘性系数 ν, 所以在载能涡旋

区决定能谱的因素为 ε、ν和 t。三个因素中只有两个是独立的, 从

量纲原理,三者组成一个无量纲数必为一常数, 即

εt
2

ν
= const ( 2. 49)
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这是载能涡旋波段的一个特征。

3. 统计平衡区

在本区的波段, 紊动的变化已很快, 可以随时适应当地情况。

在本区前段大部分范围内,传递的能量比衰减的为大, 所以各种涡

旋可认为相互处于平衡状态, 因此称为统计平衡区 ( equilibriu m

range)。

柯尔莫戈罗夫 ( Kо�могоров, A . H . 1941) 对这区提出以下假

说: 当 Re较大时在波数较大的区段有本区存在, 其紊动特性不受

外界条件的影响而完全受内部因素 ε和 ν支配,因而具有普适性。

同时从量纲关系提出本区的两个比尺:

  长度比尺为  η=
ν3

ε

1 / 4

( 2. 50)

  流速比尺为  v= (νε)
1 / 4

( 2. 51)

它们代表粘性起主导作用时的小涡旋的特征长度和特征速度。相

应于这种涡旋的波数 kd 为

kd =
1
η

( 2. 52)

因 E 具有 L
3
T

- 2
的量纲, 按式 ( 2. 50)、( 2. 51)的关系, 在平衡区的

能谱函数 E ( k,ε, ν)具有下列形式:

E( k)
ν5/ 4ε1/ 4 =

E ( k)
v2η

= f ( k,η) ( 2. 53)

这个关系得到实验的验证。

粘性的能量消耗主要集中在本区后段 kd 附近的波段,即耗能

波段。平衡区内包括耗能波段与紊流边界层内包括粘性底层极为

类似。

用特征流速 u′
2
, 特征长度 l e 或 λg 可以组成两个紊动雷诺

数:

Rel=
u′

2
l e

ν
 适用于小波数大涡旋的紊动;
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Reλ=
u′

2
λg
ν
 适用于大波数小涡旋的紊动。

统计平衡区存在的条件是 ke 和 kd 之间的波数范围广, 也就是

l em η,由此可以推得

Re
3 / 2
λ >>> 1  或   Re

3 / 4
l >>> 1 ( 2. 54)

坦内克斯和伦姆利( T en nekes & Lumley1972)认为

l e

λg
� 10  或   Rel � 100

为平衡区存在的条件。

4. 惯性小区

如雷诺数很大,统计平衡区的波数范围很广, 可设想在平衡区

波数较小一端的波段能量消耗甚少而可忽略不计, 则决定能谱的

参数可以不考虑 ν而只有 ε一个,同时这部分能谱也还没有受到

载能涡旋区的因素的影响。这部分波段可称为惯性小区( inertial

subrange )。这个设想是柯尔莫戈罗夫提出的。惯性小区的能谱

E ( k, t)可表达为

E ( k, t) = Aε2 / 3 k- 5/ 3 ( 2. 55)

称为柯尔莫戈罗夫能谱,有时也称为能谱的- 5/ 3次方定律。

惯性小区存在的条件可表达为

Re3/ 4
λ >>> 1  或  Re3/ 8

l >>> 1 ( 2. 56)

或据坦内克斯和伦姆利分析,其存在条件为

Rel � 10
4
—10

5

按照这个条件,实验室流动中不大可能有惯性小区的存在, 只有在

地球物理领域中的紊流才会经常有惯性小区。
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第三章 紊流基础(二)

——紊流的基本方程与紊流模型

  当流动已通体发展成为紊流, 表征流动性质的各基本参量将

遵遁什么规律变化? 从基本物理性质上说和层流情况所遵循的物

理规律是没有什么不同的,但由于紊流的特点, 这些规律表现的形

式,即数学的表达模式是要专门建立的。本章的主要内容是为紊流

建立各种基本方程,作为分析计算紊流问题的基础。其途径是按照

雷诺于 1895年提出的, 如前章提到的将紊流分解成时均流动和脉

动两部分的方法,首先建立紊流的连续方程和运动方程。因紊流的

能量转化问题在实际工作中有重要意义, 涡旋的概念在认识紊流

的机理方面起重要作用,所以也建立紊流的能量方程和涡量方程。

最后对紊流方程的封闭问题, 目前用于解决实际问题的紊流模型

进行一些介绍,以为需用时进一步学习的基础。本章内容限于讨论

不可压缩流体的紊流。

3. 1 紊流的连续方程

不可压缩流体的连续方程可用下标符号写为

�ui
�x i

= 0 ( 3. 1)

对上式进行时间平均

·87·



�ui
�xi

=
�( ui + u

′
i)

�xi
=
�ui
�xi

+
�u
′
i

�x i
= 0

因u
′
i= 0,所以不可压缩流体的紊流时均流动的连续方程为

�ui
�x i

= 0 ( 3. 2)

由式( 3. 1) 有
�( ui + u

′
i)

�x i
=
�ui
�x i

+
�u
′
i

�x i
= 0

以式( 3. 2)代入得

�u
′
i

�x i
= 0 ( 3. 3)

故脉动流速也满足同样形式的连续方程。

3. 2 紊流的运动方程——雷诺方程

用下标符号可将纳维-斯托克斯方程写为

�ui
�t

+ u j
�ui
�x j

= -
1
ρ
�p
�x i

+ ν
�

2
ui
�x j�x j

+ F i ( 3. 4)

式中 F i为单位质量力在 i方向的分量。

用 u i= u i+ u
′
i , p= p+ p

′代入上式得

�
�t

( ui + u′i) + ( u j + u′j )
�
�x j

( ui + u′i)

= -
1
ρ
�
�x i

( p + p
′
) + ν
�2

�x j�x j
( ui + u

′
i) + F i

对上式取时间平均得 (注意平均运算法则及若干等于零的项的消

去) :

�ui
�t

+ u j
�ui
�x j

+ u
′
j
�u
′
i

�x j
= -

1
ρ
�p
�x i

+ ν
�

2
ui
�x j�x j

+ F i ( 3. 5)

上式左边第三项可以改写为

u′j
�u′i
�x j

=
�
�x j

( u′iu′j ) - u′i
�u′j
�x j
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而按式( 3. 3)
�u
′
j

�xj
= 0,所以

u
′
j
�u
′
i

�x j
=
�
�x j

( u
′
iu
′
j )

代入式( 3. 5)并移项得

�ui
�t

+ u j
�ui
�x j

= -
1
ρ
�p
�x i

+
1
ρ
�
�x j
μ
�ui
�x j

- ρu
′
iu
′
j + F i

( 3. 6)

此式就是不可压缩紊流时均流动的运动方程,是雷诺首先得出的,

所以常称为雷诺方程。

和 N-S 方程( 3. 4)比较可知, 上式中的- ρu
′
iu
′
j是紊动对时均

流动产生的影响,称为雷诺应力。当 i≠j 时雷诺应力为切应力, 当

i= j 时则为压应力。雷诺应力的物理意义是紊动所产生的动量传

递。所以会有动量的传递,是由于流场中流速分布不均匀, 而后者

反映有迁移加速度的存在。因此可以说, 紊动应力起源于迁移加速

度。

雷诺方程还可以写成另一种形式。将式( 3. 6)右边第二项粘性

切应力作如下的改变:加上一项
�
�x j
μ
�uj

�xi
成为

�
�x j
μ
�ui
�x j

=
�
�x j
μ
�ui
�x j

+
�u j

�x i

因为
�
�x j

�u j

�xi
=
�
�xi
�u j

�x j
= 0 ∵
�u j

�x j
= 0 , 故上式实际上是配上

一个等于零的项而实质没有改变。但这样易表达其物理意义, 因

�ui
�x j

+
�u j

�x i
是流体质点在时均流动中的剪切变形率S ij的二倍。表

示为

S ij =
1
2
�ui
�x j

+
�u j

�x i
( 3. 7)

S ij称为时均应变张量。则可得
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�
�x j
μ
�ui
�x j

+
�u j

�x i
=
�
�x j

( 2μS ij ) ( 3. 8)

再将压强 p 和 2μS ij合在一起, 组成一个时均应力张量, 记为 Σij ,

即

- pδij + 2μS ij = Σij ( 3. 9)

式中δij称为 kronecker δ,其定义为当 i= j , δij = 1;当 i≠j ,δij = 0。

应力张量和应变张量也可以分解为时均值和脉动值,即

S ij = S ij + S′ij ( 3. 10)

Σij = Σij + Σ′ij ( 3. 11)

经过这些变换后,雷诺方程可写为

�ui
�t

+ u j
�ui
�x j

=
1
ρ
�
�x j
Σij - ρu

′
iu
′
j + F i ( 3. 12)

  现在讨论的紊流其时均流动都是定常的,质量力为重力。在无

自由面的流场中,重力可包括在压强梯度之内, 则上式可简化为

u j
�ui
�x j

=
1
ρ
�
�x j
Σij - ρu′iu′j ( 3. 13)

  经过推导得到时均紊流 4个基本方程: 1 个连续方程和 3 个

运动方程。未知数除 3个时均流速分量和 1个时均压强外, 尚有 6

个雷诺应力( - ρu
′
iu
′
j共有 9 项,但因u

′
iu
′
j = u
′
j u
′
i, 独立的只有 6 个) ,

共 10个, 远超过方程的数目。所以时均紊流的方程组没有封闭, 还

不能求解。这是紊流研究中没有解决的问题,留待后面专节讨论。

对于紊流边界层流动, 可按 1. 9 节中对层流边界层采取量级

分析的简化方法,将雷诺方程进行简化, 得出时均定常紊流边界层

方程组如下(不用下标符号)。

平面流动的方程组:

u1
�u1

�x 1
+ u2
�u1

�x 2
= -

1
ρ
�p
�x 1

+
1
ρ
�
�x2
μ
�u 1

�x 2
- ρu′1 u′2

( 3. 14)
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�p
�x 2

= 0 ( 3. 15)

�u 1

�x 1
+
�u2

�x 2
= 0 ( 3. 16)

  轴对称流动的方程组:

u
�u
�x

+ vr
�u
�r

= -
1
ρ
�p
�x

+
1
ρr
�
�r

r μ
�u
�r

- ρu′v′r

( 3. 17)

�p
�r

= 0 ( 3. 18)

�u
�x

+
1
r
�( r v r )
�r

= 0 ( 3. 19)

式中 u 为轴向时均分速; v r 为径向时均分速。

3. 3 紊流的能量方程

对不可压缩流体,能量指的是机械能。研究紊流中能量的转化

过程即能量如何传递、扩散、最后耗损的过程, 是探讨紊流内部机

理以及紊动的发展与衰减规律的重要内容。为此, 采用时均方法处

理时, 就需要分别对瞬时流动、时均流动和脉动建立其能量方程,

以便于分析紊流中能量的消长平衡关系。

一、紊流瞬时流动的能量方程

紊流瞬时流动是由 N-S 方程描述。方程各项代表作用于单位

质量流体的力,对各项乘以瞬时流速就成为力的功率, 也就是单位

质量流体在单位时间内各种能量的变化值。为便于讨论, 不考虑质

量力项, N-S 方程为

�ui
�t

+ u j
�ui
�x j

= -
1
ρ
�p
�x i

+ ν
�

2
ui
�x j�x j

( 3. 4a)
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考虑到
�
�x j

�uj

�xi
=
�
�x i
�u j

�x j
= 0

则 ν
�

2
ui
�x j�x j

=
�
�x j
ν
�ui
�x j

+
�u j

�x i

代入式( 3. 4a ) , 并以 ui乘式中各项得

ui
�ui
�t

+ uiu j
�ui
�x j

= -
ui
ρ
�p
�xi

+ ν
�
�x j

�ui
�x j

+
�u j

�x i
ui

而 ui
�
�x j

�ui
�x j

+
�u j

�x i
=
�
�x j

ui
�ui
�x j

+
�u j

�x i
-
�ui
�x j

+
�u j

�x i
�ui
�x j

代入上式后可写为

�
�t

uiui
2

+
�
�x j

u j
uiui
2

+
�
�x j

u j
p
ρ

= ν
�
�x j

ui
�ui
�x j

+
�u j

�xi
- ν
�ui
�x j

+
�u j

�x i
�ui
�x j

将迁移项合并最后得

�
�t

uiui
2

( Ⅰ )

= -
�
�x j

u j
p
ρ

+
uiui

2
(Ⅱ )

+ ν
�
�x j

ui
�ui
�x j

+
�u j

�x i
(Ⅲ )

- ν
�ui
�x j

+
�u j

�x i
�ui
�x j

(Ⅳ )

( 3. 20)

上式即为不可压缩流体瞬时流动的能量方程, 也是紊流总的能量

方程。式中各项都是对于单位质量流体在单位时间内的变化量, 其

物理意义分别如下:

(Ⅰ) 为动能的当地变化;

(Ⅱ) 为机械能的迁移变化;

(Ⅲ) 为粘性应力的功率或对能量的传递;

(Ⅳ) 为机械能耗损(由于粘性应力和变形)。

将式 ( 3. 20)各项瞬时值代以时均值加脉动值后, 再取时间平

均,即得到紊流时均的总的能量方程。略去数学推导过程, 写出结

果为
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1
2
�
�t

( uiui) +
1
2
�q

2

�t
= -
�
�x j

u j
p
ρ

+
1
2

uiui

+ ν
�
�x j

ui
�ui
�x j

+
�u j

�x i
- ν
�ui
�x j

+
�u j

�xi
�ui
�x j

-
�
�x j

u
′
j

p′

ρ
+

1
2

q
2

-
�
�x j

ui u
′
iu
′
j

-
1
2
�
�x j

u j q
2

+ ν
�
�x j

u
′
i
�u′i
�x j

+
�u′j
�xi

- ν
�u′i
�x j

+
�u′j
�xi
�u′i
�x j

( 3. 21)

式中 q
2 = u
′
iu
′
i= u
′2

1 + u
′2

2 + u
′2

3。

二、紊流时均流动的能量方程

将代表时均流动的雷诺方程( 3. 6)略去质量力项以后, 乘以时

均流速 ui,即得时均流动部分的能量方程如下:

�
�t

uiui
2

( Ⅰ )

+
�
�x j

u j
p
ρ

+
uiui

2
(Ⅱ )

= - ( - u
′
iu
′
j )
�ui
�x j

(Ⅲ )

+
�
�x j

( - u
′
iu
′
j ¡¤ui

(Ⅳ )

)

+ ν
�
�x j

ui
�ui
�x j

+
�u j

�x i
(Ⅴ )

- ν
�ui
�x j

+
�uj

�xi
�ui
�x j

(Ⅵ )

( 3. 22)

方程中各项都是对单位质量流体在单位时间内的变化量, 其物理

意义分别为:

(Ⅰ) 时均动能的当地变化;

(Ⅱ) 时均机械能的迁移变化;

(Ⅲ) 紊动应力对流体在时均流动中变形所做的功。当 i≠j ,

- u
′
iu
′
j为切应力, 一般与

�ui
�x j
同号, 故这项为负值, 表示为时均流动
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的能量损失。当 i= j , - u
′
iu
′
j为正应力, 这项的符号决定于

�ui
�x j

, 可正

可负。在一般情况下,正应力的功远小于切应力的功, 这项中切应

力是主要的。所以总的来说是从时均流动取走能量。从下面可知

这部分能量转化为脉动能,故这项是紊动的产生项;

(Ⅳ) 紊动应力所做的功,即对时均能量的传递, 或称扩散项;

(Ⅴ) 粘性应力所做的功即对能量的传递;

(Ⅵ) 粘性应力所做的变形功。从前面讨论知

- ν
�ui
�x j

+
�u j

�x i
�ui
�x j
∝- νS ij S ij

S ij的平方总是正的, 故这项总是负值, 说明粘性应力的变形功总

是消耗时均流动的能量,它将转化为热能而在分子运动中耗散。

从上面看到, 紊动应力和粘性应力在时均流动中都有传递能

量的扩散项及做变形功的耗损项, 现将相应的项作量级的比较如

下。

取 v 为特征流速, l 为特征长度,则

S ij ～
v
l
  u

′
iu
′
j ～ v

2

u′iu′j ¡¤ui～ v2 ui～ vlS ij ¡¤ui = k1 vlS ij ¡¤ui

u′iu′j
�ui
�x j
～ v2S ij ～ vlS ij ¡¤S ij = k2 vlS ij ¡¤S ij

紊动应力传递项与粘性应力传递项的量级比为

u
′
iu
′
j ¡¤ui

ν
�ui
�x j

+
�u j

�x i
ui

=
k1 vlS ij ¡¤ui

2νS ij ui
=

k1

2
vl
ν

=
k1

2
Re

紊动应力耗损项与粘性应力耗损项的量级比为

u
′
iu
′
j
�ui
�x j

ν
�ui
�x j

+
�u j

�x i
�ui
�x j

=
k2 vlS ij S ij
2νS ij S ij k3

=
k2

2k3

vl
ν

=
k2

2k3
Re
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在一般紊流中系数 k 等约为 1的量级, 因而两个紊动项都约为相

应粘性项的 Re倍。Re是个大数, 所以粘性项都较相应的紊动项小

得多,而可以忽略。由此可以推断:紊流结构几乎和粘性无关, 或者

说粘性对紊动的作用只是间接的。

三、紊流脉动的能量方程

从紊流的总能量方程( 3. 21)中减去时均流动部分的能量方程

( 3. 22)即得到紊流脉动部分的能量方程如下:

1
2
�q2

�t
+

u j

2
�q2

�x j
( Ⅰ )

= -
�
�x j

u′j
p ′

ρ
+

q2

2
(Ⅱ )

- u′iu′j
�ui
�x j

(Ⅲ )

+ ν
�
�x j

u
′
i
�u′i
�x j

+
�u′j
�xi

(Ⅳ )

- ν
�u′i
�x j

+
�u′j
�x i
�u
′
i

�x j
( Ⅴ )

( 3. 23)

上式各项都是对单位质量流体在单位时间内的变化量, 其物理意

义如下:

(Ⅰ) 紊动动能的变化, 包括当地变化和时均流产生的迁移变

化;

(Ⅱ) 紊动对总紊动机械能的扩散,或解释为流体的紊动总动

压 p
′

ρ
+

q
2

2
所做的功;

(Ⅲ) 紊动应力对流体在时均流中的变形所做的功;

(Ⅳ) 紊动的粘性切应力对流体所做的功;

(Ⅴ) 紊动动能的粘性耗损(通过粘性切应力对紊动变形做功

所耗损)。

需要着重指出的是第 (Ⅲ)项, 它是紊动应力对时均流变形所

做的功。因- u
′
iu
′
j与
�ui
�x j
一般同号, 故本项为正,说明对脉动部分来

说是通过这个功得到能量。对照时均流动的能量方程( 3. 22)中的
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第(Ⅲ) 项, 它的物理意义和表达式都是相同的, 但在时均流动式

中是负值,表明是付出能量。由此可知, 紊动应力对时均流变形所

做的功,其结果是将时均流动的能量转化为脉动的能量。

至于第(Ⅴ )项, 它是粘性应力对紊动变形做的功, 总是负值,

代表紊动能量的耗损,即紊动能量转化为热能而耗散, 它是最后消

耗紊动能量的途径,是不能忽略的重要项目。

总的说来,对紊流的能量平衡可以认为某一控制体积中流体

的机械能的变化主要有两方面, 一是由于紊动应力的传递(即扩

散)和其他部分流体交换, 另一是紊动应力对时均流的变形功将部

分时均能量转化为紊动能量, 再最后通过粘性应力的变形功转化

为热能而耗损。至于还有小部分粘性应力的传递扩散作用, 则是次

要的。

四、紊流边界层中能量的平衡

近二、三十年由于量测手段的进步, 主要通过使用热线(热膜)

流速仪,近年还有激光测速仪, 测得了不少紊流瞬时流速分布的资

料。将这些资料整理可以绘出紊流能量方程中各项能量的分布, 从

而对能量的平衡关系有更明晰的概念。现以平板紊流边界层为例

说明。

首先按平板边界层的特点将紊流能量方程简化, 然后依据它

来分析实测的资料。

1. 时均流动的能量平衡关系

设流动为定常的, 压强梯度为零,粘性项可以忽略,时均流动

的能量方程( 3. 22)可简化为

  
�
�x j

u j
1
2

uiui = - ( - u
′
iu
′
j )
�ui
�x j

+
�
�x j

( - u
′
iu
′
j·ui) ( 3. 24)

又因二维边界层中i= j = 3的各项均为零, u2n u1 , u2 各项可忽略,

�u1

�x 1
很小也可忽略,则上式成为
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u1
�
�x 1

1
2

u1u 1 + u2
�
�x2

1
2

u1u1

(Ⅰ )

= - ( - u′1 u′2 )
�u1

�x 2
( Ⅱ )

+
�
�x 2

( - u′1 u′2 ¡¤u1 )
(Ⅲ )

( 3. 25)

式中(Ⅰ )项为时均流动对能量的传递; (Ⅱ) 项为紊动能的产生;

(Ⅲ) 项为紊动切应力所做的功。

汤森实测各项能量的分布如图3. 1所示。横坐标为无量纲法

图 3. 1 平板紊流边界层时均流动的能量平衡关系 [ 6]

(δd—边界层位移厚度 )

向距离 x 2 /δ,纵坐标是各项能量乘δ/ v
3
* 的无量纲值。由图可见, 紊

动能量的产生(Ⅱ)项在近壁面很大,向外逐渐减小。在距壁面较远

的外层流区, 上游传递进来的能量 (Ⅰ)几乎等于紊动切应力做功

所损失的能量(Ⅲ)。在近壁面的内层, 传递进入的能量(Ⅰ)尚不够
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平衡紊动产生项(Ⅱ) ,其差额由(Ⅲ)补偿。这样流层之间必然有能

量的交换, 其过程大致如下:在外层上游传递来的时均流能量较

多,通过紊动应力做功将时均流减速, 取走动能传递给内层。在内

层把时均流能量转化为紊动能, 大部分紊动能量就地耗损转化为

热能,部分紊动能量又扩散到外层, 在外层消耗掉。

2. 紊动能量的平衡关系

紊流脉动部分的能量方程( 3. 23)中各项的相对重要性在近壁

区和外层是不同的。在近壁区,因时均流速小, 时均流动对紊动能

量的传递项(Ⅰ)可以忽略,而粘性应力做功项(Ⅳ)不应忽略。故方

程( 3. 23)可简化为

�
�x 2

u′2
p′

ρ
+

q2

2
+ u′1u′2
�u1

�x 2
= ν
�
�x 2

u′j
�u′2
�x j

+
�u′j
�x 2

- ν
�u′j
�x i

+
�u′i
�x j

�u′j
�x i

( 3. 26)

在外区则相反,方程( 3. 23)中的(Ⅳ)项可忽略而(Ⅰ)项不应忽略,

故可简化为

u1
�
�x 1

q
2

2
+ u2
�
�x 2

q
2

2
(Ⅰ )

= - u
′
1 u
′
2
�u1

�x 2
( Ⅱ )

-
�
�x2

u
′
2

p
′

ρ
+

q
2

2
(Ⅲ )

- ε
′

(Ⅳ )

( 3. 27)

式中ε
′为ν
�u
′
i

�x j
+
�u
′
j

�xi
�u′i
�x j
的近似值ν

�u′j
�xi
�u′j
�x i
。(Ⅰ)项为时均流动的

传递; (Ⅱ)项为紊动的产生; (Ⅲ)项为紊动的扩散; (Ⅳ) 项为紊动

的耗损。

汤森的资料如图 3. 2所示。由图可见, 紊动的产生(Ⅱ)和耗损

(Ⅳ)是主要的变化,这两项在各处差不多互相抵消。时均流动的传

递(Ⅰ)很小,几乎可以忽略。扩散(Ⅲ)在内层边缘是损耗, 到外层

转为增值,表明紊动能量从边壁附近向外层流动扩散。
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图 3. 2 平板紊流边界层中紊动能量的平衡关系 [6]

边界层断面上紊动能量( q
2
)的分布和紊动切应力- u

′
1 u
′
2的分

布如图3. 3所示 (按Klebanoff 1955资料 )可以看出, 紊动能量在

图 3. 3 平板边界层中紊动能量分布与紊动切应力分布 [ 6]
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近壁处最大, 随x 2增大而减小 ,到边界层外边界处为零。紊动切应

力在 x 2 < 0. 1δ的范围以内基本上是常数, 以后随 x 2 增大而减小,

至边界层外边界为零。

对于其他类型紊流如圆管中紊流, 紊动射流和尾流等都有类

似的实测资料,这里就不列举了。

3. 4 紊流的涡量方程

紊流是有涡流动, 它的特征之一是流动中含有各种不同尺度

的涡旋,因此用涡量来描述紊流的运动是一个途径。

对于紊流也可将涡量的瞬时值分解为时均值和脉动值,即

Ωi = Ωi + Ω′i ( 3. 28)

同时可推导出时均流动以涡量表示的连续方程和运动方程的形

式。

一、紊流连续方程的涡量形式

紊流瞬时运动以涡量表示的连续方程即第一章1 . 8节式

( 1. 68) ,用下标符号可写为

�Ωi
�x i

= 0 ( 3. 29)

以式( 3. 28)代入并取时间平均得

�(Ωi + Ω′i)
�x i

=
�Ωi
�x i

+
�Ω′i
�xi

= 0

因按时均定义有
�Ω
′
i

�xi
= 0,故得

�Ωi
�x i

= 0 ( 3. 30)

代入式( 3. 29)得
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�Ω
′
i

�x i
= 0 ( 3. 31)

由此可知,不可压缩流体运动中涡量的瞬时值、时均值和脉动值都

具有相同形式的连续方程。

二、紊流运动方程的涡量形式

紊流瞬时运动以涡量表示的运动方程已在第二章 2. 8 节中用

下标符号写出为

�Ωi
�t

+ u j
�Ωi
�x j

= Ωj
�ui
�x j

+ ν
�

2
Ωi
�x j�x j

( 2. 41)

将式( 3. 28)代入式( 2. 41)并取时间平均得

�Ωi
�t

+ u j
�Ωi
�x j

= Ωj
�ui
�x j

+ ν
�2Ωi
�x j�x j

( 3. 32)

式中 u j
�Ωi
�x j

= u j
�Ωi
�x j

+ u′j
�Ω′i
�x j

因
�ui
�x j

=
1
2
�ui
�x j

+
�u j

�xi
+

1
2
�ui
�x j

-
�u j

�xi

令 S ij =
1
2
�ui
�x j

+
�u j

�xi
, Rij =

1
2
�ui
�x j

-
�u j

�x i

则 Ωj
�ui
�x j

= Ωj S ij + Ωj Rij ( 3. 33)

又因 S ij = S j i, 而 R ij = - R j i,可证明 Ωj R ij = 0。

因此 Ωj
�ui
�x j

= Ωj S ij ( 3. 34)

取时均得

Ωj
�ui
�x j

= Ωj S ij = Ωj S ij + Ω′j S′ij

代入式( 3. 32)得

�Ωi
�t

+ u j
�Ωi
�x j

= - u
′
j
�Ω
′
i

�x j
+ Ω

′
j S
′
ij + Ωj S ij + ν

�
2
Ωi
�x j�x j

( 3. 35)
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这就是紊流时均流动的涡量方程。

考虑到
�u′i
�xi

= 0,
�Ω′i
�x i

= 0的关系, 则有

�
�x j

( u
′
jΩ
′
i) = u

′
j
�Ω
′
i

�x j
+ Ω

′
i
�u
′
j

�x j
= u
′
j
�Ω
′
i

�x j

�
�x j

(Ω
′
j u
′
i) = Ω

′
j
�u
′
i

�x j
+ u
′
i
�Ω
′
j

�x j
= Ω

′
j S
′
ij

代入式( 3. 35)可将此方程改写为

�Ωi
�t

+ u j
�Ωi
�x j

(Ⅰ )

= -
�
�x j

( u′jΩ′i)
(Ⅱ )

+
�
�x j

( u′iΩ′j )
(Ⅲ )

+ ΩiS ij
( Ⅳ )

+ ν
�2Ωi
�x j�x j

( Ⅴ )

( 3. 36)

式中(Ⅰ)项代表时均涡量的全部变化,包括当地变化和迁移变化;

(Ⅱ) 项为脉动流速 u
′
j 对涡量的传递; (Ⅲ)项脉动涡量 Ω

′
j 与脉动

变形率 S
′
ij相互作用后产生的时均涡量的变化; (Ⅳ) 项为时均涡

量与时均变形率相互作用产生的时均涡量的变化; (Ⅴ) 项为粘性

对涡量的扩散。

3. 5 紊 流 模 型

一、紊流基本方程组的封闭问题与紊流模型的类型

  以上介绍了紊流的基本方程组而没有涉及求解的问题。在实

际工作中需要分析的主要是时均流动,对于不可压缩流体, 支配时

均流动的基本方程组是连续方程和雷诺方程:

�ui
�x i

= 0 ( 3. 2)

�ui
�t

+ u j
�ui
�x j

= -
1
ρ
�p
�xi

+
1
ρ
�
�x j

u j
�ui
�x j

- ρu′iu′j + F i

( 3. 6)

方程数目共 4 个, 而方程中独立变数共有 10 个: ui( 3个 ) , p , u
′
iu
′
j
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( 6个) ,所以方程组不封闭, 不能求解。如何根据紊流的性质, 建立

附加的条件,使方程组封闭, 即所谓紊流模型( tu rbulence model) ,

成为紊流研究的一个重要方面。

对于不可压缩流动,建立模型的目的主要是如何确定雷诺应

力问题。雷诺应力包含脉动值的二阶相关, 紊流的模化需要设法把

脉动值的相关进行处理,如表达为时均值的函数。由于紊流内部结

构的复杂性,目前尚无法找出一个统一的规律, 所以从早年布辛涅

斯克的涡粘性系数,普朗特的混合长度等较简单的模型开始, 陆续

提出不少模型。到近年计算机得到广泛应用后, 这方面的研究工作

又得到大发展,各种较精确化的不同类型的模化方法很多, 可以从

不同角度将紊流模型进行分类。例如从着眼于以什么物理量为主

来考虑, 则有时均流速场 ( MV F )的封闭法及时均紊动场 ( MT F )

的封闭法之分, 前者在于建立雷诺应力和时均流速分布之间的关

系,后者则在于建立某种紊动量的关系如时均雷诺应力, 时均脉动

能量,能量耗损率等的关系式。如果从解方程组时所增建的偏微分

方程的数目来分类,则有零方程、一方程、二方程和多方程等模型。

下面不严格按某一角度而是混合地取较重要的模型进行简括的介

绍。

二、零方程模型

这类模型只需用时均流速的偏微分方程组, 不再增加任何脉

动量的偏微分方程,所以也称为时均流模型。当然在这种模型还需

建立雷诺应力项和时均流速之间的关系。按照这个关系的不同, 又

有下列几个模型:

1. 涡粘性模型

这是布辛涅斯克( Boussinesq, J. V . 1877)提出的最早的紊流

半经验理论。他将紊动产生的紊动应力与粘性产生的粘性应力进

行比拟, 既然单位质量流体的粘性切应力等于粘性系数和变形率
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的乘积, 即 ν
�ui
�x j

+
�u j

�xi
, 于是认为可以将紊动切应力也表示为一

个涡粘性(紊动粘性)系数νt 和变形率的乘积

- u′iu′j = νt
�ui
�x j

+
�u j

�x i
( 3. 37)

布氏把 νt 和粘性系数 ν比拟,看作一个常数。事实上两者有本质的

区别,粘性系数是代表流体的一种物理特性, 它的数值只取决于流

体的性质,和流动的情况无关。νt 则代表紊动的特性,显然和流动

情况有关,后者又与边界条件密切相关。各处流动状况不同, 就会

有不同的 νt 值, 一般不能看作常数(特殊情况如自由紊流除外 )。

此外, 式( 3. 37)也存在严重缺点:当 i= j 时, 式中左边成为u
′
iu
′
i, 等

于单位质量流体的紊动动能的 2倍。而右边成为 2νt
�ui
�x i

, 在不可压

缩流体
�ui
�x i

= 0,νt 为有限值, 则右边等于零。左边动能不等于零(除

非没有脉动) , 因此是不合理的。

虽然涡粘性模型有这些缺点,但这个模型简单, 提出后在实际

问题中应用不少,在解决一般简单问题中也能起一定作用, 而且后

来许多改进的模型常以它为基点,所以还是有一定的价值。

2. 混合长度模型

这是普朗特( Prandtl, L. 1925)提出的。他将流体质团的紊动

和气体分子运动比拟,相应于气体分子布朗运动的平均自由程, 提

出流体质团作紊动运动时具有混合长度的概念, 假定紊动的质团

也要在运行一个混合长度的距离后才和周围流体混合, 失去原来

的特性。这样,对于二维平行流动, 当时均流速不相等的两层流体

之间由于流速脉动产生动量传递时,按动量定律并设 u
′
1～u
′
2 , 可导

出紊动切应力的关系式

ρu
′
1 u
′
2 = ρl

2 du1

dx 2

du1

dx 2
( 3. 38)
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式中 l 为混合长度, 这就是混合长度模型的表达式。将此式和式

( 3. 37)比较可知,混合长度模型实际上是令涡粘性系数为

νt = l 2 du 1

dx 2
( 3. 39)

  要使式( 3. 38)可以计算,必须知道 l。为此,普朗特作出假定:

在固体壁面附近 l = κx 2 ( 3. 40)

x 2 为离开壁面的法向距离, κ为常数,由实测资料确定。目前多用

κ= 0. 4。

在远离壁面的自由紊流 (如射流) , 假定在横断面上 l 是一个

常数,且与断面上混合区的宽度 b成正比。取流速梯度近似等于断

面上最大流速和最小流速之差除以宽度 b, 即

du1

dx2
≈

1
b

( uma x - um in )

则有 - ρu
′
1 u
′
2 = ρκb( uma x - umin )

d u1

dx 2
( 3. 41)

应用这些假定推算出的流速分布和实测资料吻合得很好。因此, 混

合长度模型在实际问题中,如管道和明槽均匀流、边界层等流动得

到广泛的应用(见一般流体力学或水力学书籍)。

卡门 ( Kármán , T . von 1930)对混合长度的确定提出紊动局

部相似假说,主要内容包括两点:

( 1) 除紧靠壁面区域外, 紊动机理和流体的粘性无关。

( 2) 脉动流速场各点附近的局部情况, 在统计意义上是彼此

相似的,只有长度和时间的尺度不同。

由此出发卡门得出紊动的长度尺度即混合长度为

l = κ
du1

dx 2

d
2
u1

dx
2
2

( 3. 42)

常数κ和式( 3. 39)中的相同,称为卡门通用常数。

混合长度理论是目前在实际工作中应用最广的一个紊流模

型,取得了很多成果。但还要指出, 这个模型原则上也还存在不少

·69·



问题。

实际混合是一个连续的过程, 现假定流体质团要经过一定距

离才发生混合与实际不符。此外, 紊流既是由许多尺度差别很大的

涡旋所组成,混合长度 l 代表哪一种涡旋的尺度是不明确的。如代

表大尺度的涡旋(它可以和流场横向尺度同量级) ,则和推导公式

时把 l 作为很小值有矛盾。如果传递各种不同特性和物质时各有

不同尺度的涡旋起主要作用,则不同问题应各用不同的混合长度,

这是不合理的。

其次, 在推理中把脉动流速 u
′
1 看作只和时均流速梯度有关,

在实际情况, 如明槽水面和圆管中心处, 时均流速梯度均为零, 按

推理脉动流速 u
′
1 也应为零, 而实测资料表明该处 u

′
1 并不很小, 不

能忽略。

还有推理中假定 u
′
2～u
′
1 , 这和实测资料也不全符合,如在壁面

附近, u
′
1m u
′
2 ,当 x 2→0时, u

′
2 = 0,而 u

′
1≠0。所以二者在 x 2 方向的

分布规律并不相同。

为避免上述矛盾,普朗特后来( 1942)提出较复杂的涡粘性系

数公式

νt = l
2 du 1

dx 2

2

+ l
2
1

d
2
u1

dx2
2

2

( 3. 43)

式中 l 1 为未知值, 由于有两个长度参数可以由实测值进行调整,

可以和实测资料符合得较好, 但计算要复杂得多, 未得到实际应

用。

3. 涡量传递模型

泰勒 ( T aylor , G . I . )早在 1915 年已提出了流体在紊动交换

的过程中涡量在一定距离内保持不变的概念, 后来( 1932)发展为

涡量传递理论。

这个理论的要点是,把涡量作为一个可以传递的量。泰勒取一

个沿 x 1 方向的二维平行流动, 在脉动流速 u
′
2 的作用下, 具有 Ω3
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涡量的流体被传递至一定距离的流层,和混合长度理论类似, 认为

存在一个特征长度为 lω的传递距离, 流体质团被传递时,在 lω的距

离以内其涡量保持不变,到达 lω距离才和周围流体混合。由于两个

流层的涡量不等,混合结果产生涡量的脉动, 脉动量可表示为

Ω′3 = lω
�Ω3

�x 2
( 3. 44)

而 Ω3 =
�u 2

�x 1
-
�u1

�x 2
= -
�u1

�x2

则 Ω′3 = - lω
�2 u1

�x 2
2

从连续方程及二维平行流条件可导出雷诺应力的梯度为

�
�x 2

( - ρu′1 u′2 ) = ρu′2Ω′3 = - ρu′2l ω
�2u1

�x
2
2

设 u
′
2 ～ lω
�u1

�x 2

于是可得
�
�x 2

( - ρu
′
1 u
′
2 ) = ρl

2
ω
�u1

�x 2

�
2
u1

�x
2
2

把 lω作为常数,将上式积分得

- ρu′1u′2 =
1
2
ρl 2
ω
�u1

�x 2

2

( 3. 45)

这就是涡量传递模型的关系式。

与上述混合长度模型比较可见两者的形式相同, 只是两个特

征长度具有下列关系

lω = 2 l ( 3. 46)

  实际上, 除了在自由紊流情况, lω在 x 2 方向接近常数, 因而应

用这个理论比较成功以外,一般 lω不大可能是常数, 而且得到结果

不如混合长度模型结果的简单,所以应用不如混合长度模型广泛。

三、一方程模型——k 方程模型

这类模型在时均流动的偏微分方程组之外, 增加一个和紊动
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流速尺度有关的偏微分方程。由于零方程模型只有一个反映紊动

的特性长度如混合长度,它们存在不少缺点已如前述, 因此考虑增

加一个能代表紊动流速尺度的变量的传输方程来更全面反映紊流

运动。比较典型的变量是单位质量流体的紊动动能

k =
1
2

u′iu′i ( 3. 47)

则紊动流速尺度为

q≡ 2k = u′iu′i ( 3. 48)

  k 的传输方程即在 3. 3节得到的紊流脉动能量方程( 3. 23)。

略去粘性应力做功的扩散项, 可写单位紊动动能 k 的传输方程的

形式为

�k
�t

当地变化 

+ u j
�k
�x j

迁移传递

= -
�
�x j

u′j
u
′
iu
′
i

2
+

p′

ρ
扩散传递

- u′iu′j
�ui
�x j

 紊动产生

- ν
�u′i
�x j

+
�u′j
�x i
�u
′
i

�x j

粘性耗损

( 3. 49)

式中各项反映了紊动能量的平衡关系。

为使方程组得到封闭,还必须对式( 3. 49)右边各项进行模化。

其中雷诺应力仍用涡粘性模型, 它的普遍形式可类比粘性应力与

变形率的关系式写为

- u′iu′j = νt
�ui
�x j

+
�u j

�x i
-

2
3

kδij ( 3. 50)

δij =
1 i= j

0 i≠ j

νt 则用柯尔莫戈罗夫-普朗特表示式:

νt = C
′
μ k L ( 3. 51)

式中 C
′
μ为经验常数, L 为特征长度。扩散和耗损项通常采用下列

假设:
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- u
′
j

u′iu′i
2

+
p
′

ρ
=
νt
σk
�k
�x j

( 3. 52)

ε= CD
k3/ 2

L
( 3. 53)

式中σk 和 CD 是经验常数。式( 3. 52)包含一个扩散梯度的假定, 而

式( 3. 53)则是柯尔莫戈罗夫的见解。按照这些模式, k 方程可写为

�k
�t

+ u j
�k
�x j

=
�
�x j

νt
σk
�k
�x j

+ νt
�ui
�x j

+
�u j

�xi
�ui
�x j

- CD
k3/ 2

L

( 3. 54)

这就是紊动能量方程模型中应用最多的高雷诺数形式的 k 传输方

程。经验系数 C
′
μCD≈0. 08, σk = 1。

至于特征长度 L 的确定, 可用类似于混合长度情况的经验关

系, 例如在近壁区 (粘性底层除外 ) , 为得到断面上流速按对数分

布,要求

L =
CD

C
′3

μ

1/ 4

κx 2 ( 3. 55)

  紊动能 k 方程模型考虑了紊动能的迁移和扩散的传递以及紊

动流速尺度的历史影响,因此比混合长度模型优越, 后者只考虑局

部平衡关系。但应用此模型仍只限于较简单的剪切层内, 因对于较

复杂的流动,从经验去确定特征长度 L 的分布仍是很困难的。

四、二方程模型——k-ε方程模型

这类模型在紊动能方程外又增加了一个确定紊动特征长度 L

的偏微分方程, 这样在时均流的基本方程之外共有两个偏微分方

程。这两个方程可能是紊动能量 k 和特征长度 L 的方程, 也可能

是 k 和紊动能量耗损率ε的方程。下面介绍目前已有不少应用实

例的 k-ε二方程模型。

k 方程上面已有介绍。本来另一方程要表示 L 的分布, 但目前
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提出的方程多不是以 L 为自变量, 而是以

Z = km L n ( 3. 56)

为自变量。其中应用较多的是取 Z= ε, m= 3/ 2, n= - 1, 即

ε∝
k3/ 2

L
( 3. 53a)

  ε方程的建立仍是从 N-S 方程出发, 可得准确的 ε传输方

程① ,因项目太繁复这里不列出。洛迪( Rodi, w . )认为在高雷诺数

情况下,可考虑局部各向同性而将 ε传输方程写为
[ 11]

�ε
�t
当地变化

+ u j
�ε
�x j

迁移传递

= -
�
�x j

( u
′
jε
′
)

扩散传递

- 2ν
�u
′
i�u
′
i

�x k�x j

�u
′
k

�x j

涡旋拉伸引起
的紊动产生

- 2 ν
�

2
u
′
i

�x j�x j

2

粘性耗损

( 3. 57)

式中的扩散项、产生项和耗损项都要求模化才能封闭方程组。对扩

散项常取梯度假定,令 ε
′
为紊动耗损率, 可写

- u
′
jε
′
=
νt
σε
�ε
�x j

( 3. 58)

对其他两项采用下列模型假定,这个模型和格栅形成的紊动吻合,

并可作为剪切流动中的源项:

- 2ν
�u
′
i

�x k

�u
′
i

�x j

�u
′
k

�x j
- 2 ν
�

2
u
′
i

�x j�x j

2

= C1ε
π
ε

- C2ε
ε2

k

( 3. 59)

式中 π是 k 的产生项 - u
′
iu
′
j
�u
′
i

�x j
, C1ε、C2ε为经验常数。采用这些

假定后,ε方程成为
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�ε
�t
当地变化

+ u j
�ε
�x j

迁移传递

=
�
�x j

νt
σε
�ε
�x j

扩散传递

+ ( C1ε
π
ε

- C2ε)
ε2

k
产生与耗损

( 3. 60)

涡粘性系数νt 可写为

νt = Cμ
k2

ε
( 3. 61)

  k-ε模型中几个经验常数可由实验求得。下列数值系按朗德

尔( Launder)和史帕丁( Spalding)的建议, 可供参考。 v

Cμ  �C1ε  �C2ε  fσk  �σε

0. 09 1. 44 1. 92 1. 0 1. 3

以上介绍的只是未计入质量力项情况的标准形式的 k-ε二方

程模型。这种模型因在实际问题应用中取得较好的结果而得到较

大的发展,形式有许多变化。例如针对有浮力作用的问题, 像热排

放的近区计算中,就需要在方程中增加浮力项。又如针对浅水明流

的二维计算而建立深度平均的 k-ε方程模型等, 可参考有关文献

[ 11]。环境问题中近年应用这种方程进行数值计算的例子不少, 在

第六章中我们将介绍一些应用 k-ε模型计算紊动射流的例子。

五、其他模型

下面只简单介绍较重要的两种模型。

1. 雷诺应力传输方程模型

以上讨论的紊流模型中,雷诺应力用式( 3. 50)模化, 即假定局

部紊动以一个流速尺度表征, 雷诺应力和这个尺度相关而没有恰

当考虑雷诺应力本身的传输性质。为计及各种雷诺应力在复杂流

动中可有不同的发展,因而建立雷诺应力的传输方程模型。

这个方程的建立是先从 N-S 方程及雷诺方程出发, 使两者组

合得出脉动部分的动量方程,然后以 u
′
j、u
′
i 分别乘脉动部分的动量

方程的 i、j 分式,再相加合并整理, 取平均得到雷诺应力传输方程
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为

D
Dt

( u′iu′j ) = πij + T ij + P ij + εij ( 3. 62)

式中: N紊动产生项 πij = - u′iu′k
�u j

�xk
+ u′j u′k
�ui
�x k

紊动扩散项 T ij = -
�
�xk

( u
′
iu
′
j u
′
k )

压强作用项 P ij = -
1
ρ

u
′
i
�p′

�x j
+ u
′
j
�p′

�x i

衰减耗损项 εij = ν
�
�x k

u
′
iu
′
j - 2
�u
′
i

�xk

�u
′
j

�xk

除 πij是雷诺应力的显函数外,其余各项都要逐项模化。计算工作

量较大,但因素较全面, 具有很大的灵活性,适于作各种近似, 也已

有一定的应用, 如简化为代数应力模型, 与 k-ε模型联合应用等,

近年发展较快。

2. 大涡旋模拟

这个模拟途径是 70年代开始探索, 主要观点是对大尺度紊动

进行三维的随时间变化的数值计算。在大雷诺数情况下, 对于最小

尺度的紊动要计算是不可能的,因而必须进行模化。目前尚在研究

发展中。

其他各种紊流模型很多,要详细了解可参阅有关专著。

对紊流模型的要求,要看实际问题中紊动传递项在方程中所

起的作用即其相对重要性而定。为得到时均流动一定精确度的推

算结果,在某些问题中运动方程( 3. 6)左边惯性项主要由右边压强

梯度项和(或)质量力(如浮力)项平衡时,紊动应力项比重小, 则对

紊动模化的要求就较低。反之, 对另外一些流动如射流、尾流、复杂

边界条件下的热扩散或质量扩散等,紊动项重要, 对模化要求就较

高。所以在解决实际问题时,选择哪种紊流模型进行计算, 要根据

问题性质和精确度要求等因素决定。
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第四章 扩散理论

4. 1 概  述

  在许多工程技术领域都会遇到流体中含有物质的传输和散布

的问题。特别是在环境工程中, 工业和生活上排放的污染物质在大

气内和水域内的浓度(单位体积流体的含量)分布更是环境保护规

划设计所依据的重要资料。而浓度分布的分析则需要掌握扩散与

输移的理论。

在讨论扩散现象之前, 先提出传输过程( transport processes)

的概念:流体中含有物质(如各种污染物) , 广义上说也包括流体本

身的属性(如动量、能量、热量等) , 在流场内某处转移至另一处的

过程称为传输过程。传输可以由不同原因产生, 扩散是其中重要的

一种。所谓扩散( diffus ion)是指流体中含有物质从含量多处向含

量少处传输的现象。它可以由分子运动产生, 例如在一杯静水中放

入颜色或盐分, 虽然没有流动, 但经较长时间后, 颜色或盐分仍能

扩散至全杯, 这种由于分子运动产生的扩散称为分子扩散

( molecular diffus ion) ,分子扩散的速率是很缓慢的。在紊流中, 由

于流体质团的紊动也产生 扩散, 称 为紊动扩散 ( t urbulent

diffusion) , 紊动扩散比分子扩散要快得多, 例如在大气中要快 10
5

～106 倍, 故在紊流中分子扩散常可忽略不计。另一方面, 流体中

的含有物质还可以随同流体质点的时均运动而转移,称为移流传

输( advect ion ) , 或随流传输,也有称为对流传输的。至于在剪切流
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动中,由于时均流速分布的不均匀, 引起含有物质散开的现象称为

离散( dispersion)或弥散, 将在下章专门讨论。

在一般扩散理论中,常先假定流体中含有物质(以下统称扩散

质)的存在不改变流体质点的流动特性,即不影响流动, 具体些说

是流场的速度分布和扩散质的存在无关。这种扩散质只是作为一

种标志物质,或称为示踪剂而存在。同时假定在整个运动过程中,

流体质点带有的扩散质在数量上是保持不变的, 流体质点与质点

之间不发生扩散质的转移,扩散质的扩散完全是由于带有扩散质

的流体发生掺混的结果。因此,对不可压缩流体, 带扩散质的流体

质点的总体积在扩散过程中保持不变, 其占据的空间范围即其轮

廓的形态则是随时间而变化的。由于扩散质存在而对流动产生影

响的情况在实际中是存在的,如热污染的散布、海水和淡水的掺混

等问题需要考虑流体密度变化的影响, 更复杂的还牵涉到生化作

用所产生物质的发生与衰减,后者不在本书讨论的范围之内。

扩散理论的研究在分子扩散方面比较成熟。紊动扩散的研究

途径有拉格朗日法和欧拉法,紊动扩散理论是泰勒于 1921 年最早

提出,研究一维的紊动扩散, 至今仍然是紊动扩散理论的基础。离

散理论也是由泰勒对圆管层流开始研究,以后推广至紊流, 明槽流

以及二维和非定常流动等方面,以下将分别加以介绍。实际流动中

(地下水渗流除外)分子扩散在量的方面占的比例很小, 但因为紊

动扩散和离散的分析常用分子扩散来作比拟, 故先从分子扩散开

始讨论。

4. 2 分子扩散的费克定律,扩散方程

分子扩散的理论是费克( Fick, A . )在 1855年首先提出的。他

认为盐分在溶液中的扩散现象可以和热传导比拟, 提出分子扩散

定律如下:单位时间内通过单位面积的溶解物质与溶质浓度在该
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面积法线方向的梯度成比例。用数学式表示为

Q = - D m
�c
�xi

( 4. 1)

式中 Q 为溶质在 xi 方向的单位通量; c 为溶质浓度 (单位体积流

体的溶质含量) ; Dm 为分子扩散系数, 具有 L
2
/ T 的量纲。式中负

号表明溶质扩散的方向与浓度梯度方向相反, 即是从浓度高处向

浓度低处扩散。式( 4-1)通称为费克第一定律。这个公式是一个梯

度型的经验公式。

图 4. 1 费克第二定律附图

如取另一单位面积和上述

面积平行, 距离为 δx 1 (图 4. 1) ,

在 x 1处溶质 ( 扩散质 ) 浓度为

c( x 1 , t)。在一维扩散中, 单位时

间内 进 入 x 1 面 的 扩 散 质 为

Q ( x 1 , t) , 从 x1 + δx 1 面出去的

扩散质为 Q ( x1 , t ) +
�Q( x1 , t)
�x1

× δx 1 , 经过 δt 时间的进出差为

�Q( x 1 , t)
�x 1
δx 1δt, 而控制面以内扩

散质的变化量为
�c( x 1 , t)
�t
δt·δx 1。根据质量守恒定律, 两者之和

应为零,

�
�x 1

Q( x 1 , t)δx 1δt +
�
�t

c( x 1 , t)δtδx1 = 0

即
�Q( x 1 , t)
�x 1

+
�c( x 1 , t)
�t

= 0 ( 4. 2)

以式( 4. 1)代入得( i= 1)

�c( x 1 , t)
�t

= D m
�2 c( x1 , t)
�x

2
1

( 4. 3)

上式称为费克第二定律。
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式( 4. 3)的积分解为(求解见 4. 8 节)

c( x 1 , t) =
M

4πDm t
exp -

x2
1

4D m t
( 4. 4)

式中 M 为 t= 0时在 x 1 = 0 处的扩散质的数量, 这些扩散质沿 x 1

方向扩散。上式表示扩散质的浓度 c沿 x 1 的分布规律,可见它是

按指数规律急剧衰减的。

以上是一维扩散的情况,当推广至三维时, 按上述相同的步骤

不难导出相应于费克第二定律的方程为

�c( x i, t)
�t

= Dm
�

2
c( xi, t)
�x i�x i

( i= 1, 2, 3) ( 4. 5a)

即
�c
�t

= Dm
�

2
c
�x

2
1

+
�

2
c
�x

2
2

+
�

2
c
�x

2
3

( 4. 5b)

或
�c
�t

= D m�
2
c ( 4. 5c)

费克第二定律的方程常称为扩散方程。

分子扩散系数随扩散质及流体的种类和温度、压强而变化。下

表是在水中一些物质的分子扩散系数值。

表 4. 1 物质在水中的分子扩散系数

物  质 温 度 (℃ ) 分子扩散系数 ( cm 2 l/ s )

氧 O2 a

食盐 N acl

 

 

甘油

20 ^

0

25

50

10

1 �. 80× 10- 5

0. 784× 10- 5

1. 61× 10- 5

2. 63× 10- 5

0. 63× 10- 5

4. 3 分子扩散的随机游动分析

分子扩散既然是由分子运动产生,从气体分子运动理论得知,
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气体分子是在不断地作随机运动,即布朗运动, 故研究分子扩散也

可以把分子运动简化,按随机游动( random walk )问题进行分析。

一个气体分子在两次互相碰撞之间的运动距离称为自由程,

假设分子的自由程为一固定值 l, 其运动平行于 x 1 方向, 每个分子

沿正 x 1 方向运动和沿负 x 1 方向运动的概率相等。在这些简化假

定下 , 任一分子经过N次运动以后 , 从原来位置前进的距离为

±l±l±l±⋯ (共有N项)。因系列中出现正、负号的机会相等 , 故

共有2N个可能性。设出现正号的次数为p , 出现负号的次数为q,

则有

p + q = N  又令 p - q = S ( 4. 6)

从式( 4. 6)得

p =
1
2

( N + S ) =
N
2

1 +
S
N

q =
1
2

( N - S ) =
N
2

1 -
S
N

( 4. 7)

经过 N 次运动后, 沿 x 1 方向前进的距离为 Sl ,这种情况出现的可

能组合为 N ! / ( p ! q! )。因此其概率为

P =
N ! / ( p ! q! )

2
N ( 4. 8)

以式( 4. 7)代入得

P =
N !

2
N N

2
1 +

S
N

!
N
2

1 -
S
N

!
( 4. 9)

对于分子运动 N 是个大数, S n N ,可用下列公式( s ter ling 公式)

ln n! = n +
1
2

ln n - n +
1
2

ln 2π

对式( 4. 9)加以简化, 并求得当 N 极大时, P 的极限值为

P =
2
πn

ex p -
S 2

2N
( 4. 10)
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这就是一个分子在运动 N 次后, 从原来位置前进 Sl 距离的概率。

令 a 表示分子运动速度, t 为分子运动 N 次所经历的时间, 则

N =
at
l

,又表示 Sl= x 1 ,将它们代入式( 4. 10)得

P =
2l
πa t

exp -
x

2
1

2la t
( 4. 11)

  将上式和式( 4. 4)比较可见它们具有同样的形式。式( 4. 4)表

示在 t 时刻 x 1 处扩散质的浓度, 式( 4. 11)表示带扩散质的分子在

t 时刻到达 x 1 处的概率, 两者至少应成比例。因此可得

Dm =
1
2

la =
N l

2

2t
( 4. 12)

代入式( 4. 11)得

P =
l

πD m t
exp -

x 2
1

4Dm t
( 4. 13)

这是以 D m 表示的分子在 N 次运动后到达 x 1 处的概率。

现进一步求在 t 时刻分子位于 x1 与 x 1 + δx1 之间的概率 δP。

分子到达 x 1 后,下一步运动仍有 1/ 2 机会前进, 1/ 2机会后退, 因

每一步的距离为 l, 下一步运动中没有离开 x 1 至 x 1 + δx 1 的范围

的机会为
1
2
δx 1

l
则

δP = l

πD m t
exp -

x 2
1

4D m t
¡¤
δx 1

2l
=

1

2 πDm t
exp -

x
2
1

4Dm t
δx 1

( 4. 14)

上式表明分子沿 x 1 轴方向作随机运动其概率密度
δP
δx 1
的分布符

合正态分布。其标准差为

σ= 2Dm t ( 4. 15)
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平均值为 x 1 =
∫
∞

0
x 1dP

∫
∞

0
dP

= 2
Dm t
π

( 4. 16)

可见平均值和标准差都与 t 成比例。又方差为

x
2
1 =
∫
∞

0
x 2

1 dP

∫
∞

0
dP

= 2Dm t ( 4. 17)

上式可写为 D m =
x 2

1

2t
( 4. 18)

即表示分子扩散系数的关系式。

上述结论表明从随机游动分析得到的结果与从费克扩散理论

的结果基本上是一致的①。虽然这个结论是对于 N 为大数、时间 t

较长的情况且作了简化假定下得到的, 但基本上能反映分子扩散

的实际,所以成为研究扩散问题的一个基础。

4. 4 移流(层流)扩散方程

4. 2节中费克第二定律式( 4. 5)只描述了扩散质在静止流体

中的扩散,表示其浓度在时间上和空间上的变化规律。如果流体是

流动的,则扩散质除受分子扩散外还会随流传输, 故其浓度的变化

要把随流输移和扩散两部分都考虑在内,可分析如下。

在流场内部取微小六面体为控制体积,边长为 dx 1 dx 2 dx 3 如

图 4. 2 所示。在 dt 时段, 沿 x 1 轴方向从左面流入的扩散质为

·011·

① Y如令扩散质总量为 M , 对于一维情况 , 浓度 c( x 1, t ) =
δM
δx 1

, δM = MδP . 结合式 ( 4 . 14 )可得

c( x 1, t ) =
M

2 πD mt

exp -
x 21

4D m t

就和式 ( 4 . 4 )完全相同。



cu1 dx 2 dx 3 dt,通过该面的扩散量为

Qdx2 dx 3 dt = - Dm
�c
�x1

dx 2 dx 3dt

图 4. 2 移流扩散方程推导附图

从右面流出的扩散质为 cu1 +
�( cu1 )
�x1

dx 1 d x 2 d x 3 d t , 扩散量为

- D m
�c
�x 1

+
�
�x 1

D m
�c
�x 1

dx 1 dx 2dx 3 dt。故进出量之差为

�
�x1

cu1 - Dm
�c
�x 1

dx 1 dx2 dx 3 dt。

同理沿 x 2 轴、x 3 轴方向的进出量之差分别为

�
�x 2

cu2 - Dm
�c
�x 2

dx 1dx 2 dx 3dt

�
�x 3

cu3 - Dm
�c
�x 3

dx 1dx 2 dx 3dt

在 dt 时段内由于浓度 c的变化, 六面体内扩散质的增加量为

�c
�t

dtdx 1dx 2 dx3

设由于生物、化学等各种因素,六面体内扩散质的发生率(单位时

间单位体积的发生量)为 F c, 按物质守恒定律, 增加量应等于进出
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量之差加上发生量,各项均按单位体积单位时间考虑, 得到下列关

系式

�c
�t

= -
�
�x 1

cu1 - D m
�c
�x 1

+
�
�x2

cu2 - Dm
�c
�x 2

+
�
�x 3

cu3 - D m
�c
�x 3

+ F c

或
�c
�t

+
�
�x 1

( cu1 ) +
�
�x 2

( cu2 ) +
�
�x 3

( cu3 )

= D m
�

2
c
�x

2
1

+
�

2
c
�x

2
2

+
�

2
c
�x

2
3

+ F c ( 4. 19)

用下标符号可写为

�c
�t

+
�
�x i

( cui) = D m
�

2
c
�xi�x i

+ F c ( 4. 19a)

( 4. 19)式即为流动情况的移流扩散方程, 它表达了在层流情况有

分子扩散作用下扩散质的浓度的时空变化规律, 式中左边第一项

是当地变化, 第二项是移流变化,右边第一项是分子扩散, 第二项

是产生或衰减的源汇项。

4. 5 紊动扩散——拉格朗日法

一、单个质点的紊动扩散——泰勒扩散理论

  泰勒于 1921年提出用拉格朗日法研究单个质点的紊动扩散,

奠定了紊动扩散的理论基础 [ 13 ]。

设标志质点在 x 2 方向的流速为 v2 (用 vi 表示拉格朗日法的

流速, 以区别于欧拉法的流速 ui) , 经时间 t 质点从 t= 0 时的位置

Y2 ( 0) (用 Yi表示质点位置)移动到 Y2 ( t) , 可表示为

Y2 ( t) = Y2 ( 0) +∫
t

0
v2 ( t′) dt′ ( 4. 20)

  为研究连续的紊流运动中的扩散, 假定紊流场在时间上和空
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间上都是均匀的。同时为简单起见, 只考虑 x2 方向的一维扩散, 并

取 Y2 ( 0)点为原点,即 Y2 ( 0) = 0。因 v2 ( t)是随机变量, 则 Y2 ( t)的

统计平均值Y2 ( t) = 0。

令开始扩散的时间为 t 0 , 经过时间 t , 标志质点移动距离为

Y2 ( t 0 + t) ,有

Y2 ( t 0 + t) =∫
t

0
v2 ( t 0 + t′) dt′

按上述紊动在时空上均匀的假定,紊动的统计特性不随时间变化,

可用时间平均代替统计平均,则 Y2 ( t)的均方值可写为

Y2
2 ( t) =

1
T∫

T

0
Y2

2 ( t0 + t) dt 0

=
1
T∫

T

0
dt 0∫

t

0
dt′∫

t

0
v2 ( t0 + t′) v2 ( t0 + t″) dt″

=∫
t

0
dt′∫

t

0
dt″

1
T∫

T

0
v2 ( t 0 + t′) v2 ( t 0 + t″) dt 0

=∫
t

0
dt′∫

t

0
dt″v2 ( t 0 + t′) v2 ( t 0 + t″)

上式的积分是对在不同起始时刻 t 0 的许多质点来说的, 每一质点

再取两个时刻的流速的乘积来平均。

因 ∫
t

0
∫

t

0
dt′dt″= 2∫

t

0
dt′∫

t′

0
dt″

式中左边是矩形微元 dt′dt″从 0 到 t 的积分, 是一正方形;右边积

分则是个三角形,因对称关系故左边积分为右边积分的 2倍(见图

4. 3)。所以Y
2
2 ( t)式可写为

Y
2
2 ( t) = 2∫

t

0
dt′∫

t′

0
v2 ( t 0 + t′) v2 ( t 0 + t″) dt″ ( 4. 21)

  上式中的v2 ( t 0 + t′) v2 ( t 0 + t″)的意义是同一质点在时间差为

t″- t′= τ的两个流速的乘积对许多质点的平均值。如果象分子运

动那样每步运动都是独立的随机运动,彼此毫无历史联系, 则这个

平均值应为零。但紊动情况则不同, 一个质点在两个瞬间的流速是
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图 4. 3

相关的,只要相隔的时间 τ不太大, 这

个平均值不等于零。所以引入一个拉

格朗日的自相关系数 R L (τ)来表示这

个相关,即

RL (τ) =
vi( t) vi( t + τ)

v2
i

( 4. 22)

代入式( 4. 21)得

Y
2
2 ( t) I= 2∫

t

0 dt′∫
0

- t′v2 ( t′) v2 ( t′+ τ) dτ

= 2∫
t

0 dt′∫
t′

0 v2 ( t′) v2 ( t′- τ) dτ

= 2 v
2
2∫

t

0 dt′∫
t′

0 RL (τ) dτ ( 4. 23)

这是泰勒得出的结果。

对上式进行分部积分可得

∫
t

0
dt′∫

t′

0
R L (τ) dτ= t′∫

t′

0
RL (τ) dτ

t

0
-∫

t

0
t′R L ( t′) dt′

= t∫
t

0
R L (τ) dτ-∫

t

0
τR L (τ) dτ

因此式( 4. 23)成为

Y2
2 ( t) = 2 v2

2∫
t

0
( t - τ) R L (τ) dτ ( 4. 24)

这是后来 K ampe de Fér iet ( 1939)得出的。

对于扩散时间很短或很长的两种极端情况, 式( 4. 24)可以求

解如下。

1. 扩散时间很短

τ很小, R L (τ)≈1。故式( 4. 24)成为

Y2
2 ( t) ≈ v2

2t 2 ( 4. 25a)
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或 Y
2
2 ( t) ≈ Y′2 ( t) ≈ v

2
2 t ( 4. 25b)

所以在扩散初期,扩散的发展与时间 t成比例。

2. 扩散时间很长

设达到某一时刻 t
*
后,可认为已无相关, 即 t= t

*
时, RL (τ)≈

0。则当 tm t
* 时

∫
t

0
( t - τ) RL (τ) dτ= t∫

t*

0
RL (τ) dτ-∫

t*

0
τRL (τ) dτ

当 t 很大时,上式右边第二项比第一项小得多, 可以忽略。现令

∫
t *

0
R L (τ) dτ= T L ( 4. 26)

称为拉格朗日积分时间比尺,于是式( 4. 24)成为

Y
2
2 ( t) ≈ 2 v

2
2 tT L ( 4. 27a)

或 Y
2
2 ( t) ≈ Y′2 ( t) ≈ v

2
2 2tT L ( 4. 27b)

所以在扩散发展很久之后,扩散的发展与 t 成比例。

拉格朗日积分时间比尺 T L 可以作为质点摆脱历史影响所必

需经历的时间的度量。因此可以说, 当 tn T L 时式( 4. 25)成立;当 t

m T L 时式( 4. 27)成立。

将紊动扩散和分子扩散进行比较,分子扩散是完全随机的, 没

有什么历史影响, 其分布为正态分布, 均方差 σ
2
与扩散时间 t 成

正比。定常均匀紊流中,在紊动扩散后期, tm T L 之后, 扩散的均方

差Y
2
2 ( t)也与时间 t成正比。因此可以定义一个与分子扩散系数类

似的紊动扩散系数 ( coeffient of tu rbulent or eddy diffusion) D t

为

D t =
1
2

d Y
2
2 ( t)

dt
= v

2
2 T L = v

2
2∫

t *

0
RL (τ) dτ

= v
2
2∫
∞

0
R L (τ) dτ ( 4. 28)
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上式可以写为 D t = v
2
2ΛL ( 4. 29)

其中 ΛL = v2
2∫
∞

0
R L (τ) dτ ( 4. 30)

称为拉格朗日扩散长度比尺。

根据实验资料, 定常均匀紊流的流速场在 t m T L 后是接近正

态分布的,因此可以认为 Y2 ( t)也是按正态分布的。这就是说扩散

质的浓度 c满足微分方程( 4. 3) ,即可写

�c
�t

= D t
�

2
c
�x

2
2

( 4. 31)

如浓度 c( x 2 )在 t= t 0 时为已知,则上式即可求解。

以上的讨论表明, 在 t m T L 后, 紊动质点运动已成为随机运

动,紊动扩散和分子扩散遵循相同的规律。

二、两质点的相对扩散

上面讨论了单个质点紊动扩散的分析。有时为了更详细地了

解扩散的状态,同时追踪两个质点进行研究。例如为了研究一个扩

散质的云团在紊流中扩散时其轮廓外形的变化, 除了该云团质量

中心的位置可按单个质点分析外, 还需要分析原来和质量中心有

一个距离的其他质点与质量中心之间彼此的相对位置的变化, 也

就是两质点的相对扩散问题。

两质点的相对扩散当然和两点原来间距的大小有关。如两点

的间距大于紊动的长度积分比尺,则两点将各自独立地游动, 互不

影响。如两点间距小于紊动的某种尺度, 则两点的相对扩散将至少

受到部分紊动的作用。后者是需要研究的情况, 下面将对这种情况

进行讨论。

设两质点α和 β的速度为( vi) α和( vi) β,则两点的相对速度为

w i = ( vi) β - ( vi) α ( 4. 32)

两点各自的位移为( Yi) α和( Yi) β。令 zi表示相对位移, 则
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z i = ( Yi) β - ( Yi) α= zi( 0) +∫
t

0
wi( t′) dt′ ( 4. 33)

  设紊动场是平稳和均匀的,通过多数的重复试验, 可得到对质

点的各种特性参数的统计平均值。和分析相对扩散有关的几个变

量为

相对扩散距离的均方值 s2 = z izi( t) ( 4. 34)

相对扩散系数 D r =
1
2

d s
2

dt
( 4. 35)

相对扩散速度 vr =
d
dt

s2 - s2
0 ( 4. 36)

式中 s 为两点间距长度; s0 为 t= t 0 时的初始间距长度。

两质点相对扩散的自变量为 s0 和 t 0。s
2
、D r 和 v r 一般都是 s0

和 t 0 的函数,将之变换为以相关表达的形式如下:

D r ( s0 , t) =
1
2

d s
2

dt
= zi( s0 , t)

d
dt

zi( s0 , t)

= zi( s0 , t) wi( s0 , t)

按式( 4. 33) ,上式可写为

D r ( s0 , t) =∫
t

0
zi( s0 , t) wi( s0 , t) dτ ( 4. 37)

从式( 4. 35)可得

s
2

= s
2
0 +∫

t

0
2D r ( s0 , t′) dt′= s

2
0 + 2∫

t

0
dt′∫

t′

0
wi( s0 , t′) wi( s0 , t′- τ) dτ

( 4. 38)

或

s2 - s2
0 = 2∫

t

0
dt′∫

t′

0
wi( s0 , t′) wi( s0 , t′- τ) dτ

及
d
dt

s
2

- s
2
0 =

d
dt

2∫
t

0
dt′∫

t′

0
w i( s0 , t′) w i( s0 , t′- τ) dτ

1
2

( 4. 39)
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  按扩散时间 t 的长短分别进行分析, 可得下面一些主要结

论①。

1. 扩散时间 t 很短

可认为质点流速不变, 保持在 t 0 时的值, 则相对流速的相关

w i( s0 , t) wi( s0 , t- τ)≈w i( s0 , 0) wi( s0 , 0) , 即等于常数。由上述各式

可得

D r ( s0 , t) = wi( s0 , t) wi( s0 , t) ¡¤t = A1 t ( 4. 40)

s
2
( s0 , t) = s

2
0 + w i( s0 , t) w i( s0 , t) ¡¤t

2
= A1 t

2
( 4. 41)

d
dt

s
2

- s
2
0 = wi( s0 , t) wi( s0 , t)

1/ 2

= A1 ( 4. 42)

常数 A1 与 s0 的大小有关: ( 1) 当 s0 < η,η=
ν
ε

1/ 4

, 即柯尔莫戈罗

夫的紊动比尺, 可认为紊动具有局部各向同性的性质, 可推求得

A 1 =
1
3
ε
ν

s
2
0。( 2) 当 s0m η,设 Re大到足以有惯性小区的存在, 认为

紊动只取决于ε, 可推求得 A 1≈8. 25(εs0 )
2 / 3
。

2. 扩散时间 t 不短

当 t 已增大到这样的程度,质点的运动已失去历史的影响时,

s0 已没有影响。同时认为还在惯性小区内, 其影响因素只有ε。由

量纲关系可得w i( t) wi( t) = A 2εt, A 2 为一常数。从而可得

D r ( t) = A2εt
2

( 4. 43)

s2 ( t) =
2
3

A 2εt 3 ( 4. 44)

ds
dt

=
3
2

A2εt ( 4. 45)

可见在这阶段相对扩散速度按 t
1/ 2加速增大。

在 D r ( t)和s
2
( t)两式间消去 t,可得
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D r ( s) =
9
4

A2ε
1/ 3

( s2 ) 2 / 3 ( 4. 46)

表明相对扩散系数 D r 与两点间距 s 的 4/ 3次方成比例,这个关系

简称为相对扩散的 4/ 3 次方定律, 是理察森 ( R ichardson , 1926)

根据大气扩散的量测资料得到的, 后来得到海洋中不少扩散资料

的验证。

3. 扩散时间 t 很长

这时两点间距 s 很大,超过大尺度紊动的范围, 两点运动互不

相关。在这扩散后期,可得

s2 = ziz i( t) = [ ( Yi) β - ( Yi) α] [ ( Yi) β - ( Yi) α]

= ( Yi) β( Yi) β+ ( Yi) α( Yi) α= 2 YiYi ( 4. 47)

即两点相对位移的均方值等于单个质点位移均方值的 2 倍。相对

扩散系数为

D r =
1
2

d s
2

dt
= 2 Yivi ( 4. 48)

因 t 很大时s
2
→2D r t,所以

ds
dt

=
D r

2t
=

D r

2
t

- 1/ 2
( 4. 49)

由上式可见在这阶段相对扩散速度降低了。

上述不同扩散阶段中两个质点互相分开速度由不变而按 t
1/ 2

增大,随后又按 t
- 1/ 2
降低, 这个变化过程可由大尺度紊动所起的作

用来解释。扩散初期,当紊动尺度大于质点间距 s,紊动只能使两

质点一起游荡, 分开速度不会增大;随着 s 的增大, 大尺度紊动开

始发生作用促使分开速度增加;到了后期 s大到超过紊动的尺度

时,紊动又不起作用, 所以分开速度又下降了。

例题 4-1 设在一均匀紊流内, 在原点投入许多示踪质粒子,

量测不同时刻粒子的横向位移 Y, Y
2
的统计平均值Y

2
及通过原点
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后的时间 t 的数值如附表所列①。试绘出Y
2
～t 的关系曲线, 据以推

求紊动扩散系数 D ty。同时计算v
2
2及扩散长度比尺 ΛL。

t ( s ) 0 �. 1 0 �. 2 0 ^. 3 0 +. 4 0 �. 5 0 �. 6 0 �. 7 0 _. 8 0 ,. 9 1 �. 0

Y2 �( 10- 4m 2) 0 �. 06 0 |. 23 0 I. 53 0 �. 93 1 �. 44 2 �. 00 2 }. 59 3 J. 19 3 �. 78 4 �. 38

Y2 �( 10 - 2m) 0 �. 24 0 |. 48 0 I. 73 0 �. 97 1 �. 20 1 �. 41 1 }. 61 1 J. 78 1 �. 94 2 �. 05

[解]  按所给Y
2
～t 资料计算出 Y

2
～ t 关系一并列于附表

内。将上述关系绘出Y
2～t 及 Y2～t 曲线如图 4. 4( a)、( b)所示,

曲线验证了单个质点紊动扩散理论分析得到的不同阶段的扩散规

律。从图( a ) Y
2
～t曲线看到扩散后期 t> 0. 7s 线性关系良好, 取资

料计算

ΔY2

Δt
=

Y
2
1 . 0 - Y

2
0 . 7

1. 0 - 0. 7
=

4. 38 - 2. 59
0. 3

= 6. 0× 10
- 4

m
2
/ s

按式( 4. 28)

D t y =
1
2
ΔY2

Δt
=

6. 0
2
× 10- 4 = 3. 0× 10- 4 m 2 / s

从图( b) Y
2
～t 曲线扩散初期的线性关系,按式( 4. 25)

Y
2
≈ v

2
2 t

得 v
2
2 =

Y2

t
=

0. 48
0. 2
× 10

- 2
= 0. 024m/ s

v
2
2 = 0. 0006m

2
/ s

2

由式( 4. 29) Dt y = v2
2ΛL

得扩散长度比尺
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图 4. 4 例题 4. 1附图

ΛL =
D t y

v2
2

=
3. 0× 10- 4

0. 024
= 1. 25× 10

- 2
m

4. 6 紊动扩散——欧拉法

用欧拉法研究紊动扩散不是追踪扩散质的质点, 而是研究流

动空间中扩散质的浓度分布,即浓度场的确定。

一、紊流扩散方程

设 c为流场中某点( x 1 , x2 , x 3 )在时刻 t的扩散质浓度,按欧拉

法观点,这个浓度应是位置和时间的函数, 即
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c = c( x 1 , x 2 , x 3 , t)

  在 4. 4 节已导出层流情况的移流扩散方程:

�c
�t

+
�
�x 1

( cu1 ) +
�
�x 2

( cu2 ) +
�
�x 3

( cu3 )

= Dm
�

2
c
�x

2
1

+
�

2
c
�x

2
2

+
�

2
c
�x

2
3

+ F c ( 4. 19)

成为浓度 c的控制方程。

在紊流中不但流速有脉动现象,扩散质浓度也有脉动现象。将

c 和 ui 均分解成时均值和脉动值,即 c= c+ c′, ui= ui+ u′i 代入式

( 4. 19)得 \

�
�t

( c+ c′) +
�
�x1

[ ( c+ c′) ( u1 + u′1 ) ]

+
�
�x2

[ ( c+ c′) ( u2 + u′2 ) ] +
�
�x 3

[ ( c+ c′) ( u3 + u′3 ) ]

= D m
�

2
( c+ c′)
�x

2
1

+
�

2
( c+ c′)
�x

2
2

+
�

2
( c+ c′)
�x

2
3

+ F c

将各项展开,对时间取平均后加以简化, 并考虑到连续方程
�u1

�x1
+

�u2

�x 2
+
�u3

�x 3
= 0,最后得

�c
�t

+
�
�x 1

( c u1 ) +
�
�x 2

( c u2 ) +
�
�x 3

( c u3 )

= -
�
�x 1

( c′u′1 ) -
�
�x 2

( c′u′2 ) -
�
�x 3

( c′u′3 )

+ Dm
�2c
�x 2

1
+
�2 c
�x 2

2
+
�2 c
�x 2

3
+ F c ( 4. 50)

上 式即为普遍的紊流扩散方程。和式 ( 4 . 1 9 ) 相比 , 多了

-
�
�xi

( c′u′i) 3个相关梯度项。c′u′i项的物理意义是紊流中通过分

别正交于 xi 轴的单位面积在单位时间内传输的紊动扩散量。为了

求解 c, 这 3 项需要模化。最常用的办法是将紊动扩散与分子扩散
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相比拟,采用费克定律, 或用布辛涅斯克的方法,令

- c′u′i = Dij
�c
�x j

( 4. 51)

式中紊动扩散系数Dij是一个二阶张量 , 称为扩散张量。将式

( 4. 51)代入式( 4. 50)得到

�c
�t

+
�
�x i

( c ui) = D ij
�

2
c
�x i�x j

+ Dm
�

2
c
�x i�xi

+ F c ( 4. 52)

这就是欧拉型的紊流扩散方程。

紊动的尺度远大于分子运动的尺度,所以 D ij m D m。故除邻近

壁面区域其紊动受到限制以外,分子运动项一般可以忽略。如流动

内部没有扩散质的发生与衰减时, F c = 0, 则式( 4. 52)简化为

�c
�t

+
�
�x i

( c ui) = D ij
�2 c
�x i�x j

( 4. 53)

  紊动扩散系数 Dij应是空间坐标的函数。相对于张量主轴来

说, 当i≠j 时D ij = 0。因此当流场坐标和张量主轴一致时, D ij中只

有 D 11、D 22、D3 3 3项不等于零。于是式( 4. 53)可简化为

�c
�t

+ ui
�c
�xi

= Dii
�

2
c
�xi�x i

( 4. 54)

  在各向同性的紊流中, D1 1 = D 22 = D 33 = D t , 因而上式还可简

化为

�c
�t

+ ui
�c
�x i

= D t
�

2
c
�xi�x i

( 4. 55)

  紊流扩散方程是用欧拉法分析紊动扩散的基础。但还没有从

理论上解决c′u′i或 D ij的问题。对这个问题巴切勒( Batchelor , G.

K . )提出解决的途径 ( 1949, 1952) , 为欧拉法的扩散理论打下基

础。巴切勒认为标志质点的扩散过程是独立的, 与它的周围有无其

它标志质点存在没有关系,由此得出结论:一个质点从原来位置经

时间 t 扩散到某一给定点的概率就代表该点的扩散质浓度的统计

平均值。
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上述概率表示为 P ( x, t) , 可写

P ( x , t) =∫P ( x, t 0 ) Q( x - x′, t , t 0 ) dx′

P ( x, t 0 )为起始条件, Q( x, t, t0 )为在 t 0 时刻放出的质点经 t 时间扩

散到 x的概率密度函数。这个函数无法从理论得出, 但从实验资料

可知,位移 x ( t)为正态分布, 在此基础上可得出概率 P ( x, t)应满

足

�P ( x, t)
�t

= D ij
�

2
P ( x , t)
�xi�x j

( 4. 56)

式中 Dij =
1
2

d
dt

x ix j ( t) ( 4. 57)

将式( 4. 56)与式( 4. 53)比较,后者去掉迁移项
�
�x i

( c ui) 以后就和

前者完全相同,这就证实了前面所说的概率可代表浓度的结论。同

时对扩散系数 D ij也有了式( 4. 57)的数学意义。

此外巴切勒还从式( 4. 57)出发,进一步论证了:在定常均匀紊

流中,当扩散时间趋于无限大时, 得到

D ij = const ( 4. 58)

的结论。这对于扩散系数性质的认识也是很重要的。

二、紊动扩散系数

在紊流扩散方程中紊动扩散系数甚为重要, 在此作下列几点

讨论。

首先看紊动扩散系数的性质及其与扩散时间的关系。取应用

最广泛的一维扩散讨论。设扩散质沿 x 2 方向, 通过单位面积在单

位时间内扩散质γ的数量为cγv2 ,可表示为

cγv2 =
1
T∫

T

0
cγ( t0 , t) v2 ( t 0 ) dt0 ( 4. 59)

式中 t 0 为质点经过该单位面积的时刻; t 为从开始扩散起算的扩
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散时间; cγ( t 0 , t)为扩散质的浓度。设在 t 时间内质点流动距离为

Y2 ,按混合长度学说可写

cγ( t 0 , t) = - Y2 ( t 0 , t)
dc

dx 2

质点流速为 v2 =
d
dt

Y2 ( t 0 , t)

代入式( 4. 59)得

cγv2 = -
dc

dx 2

1
T∫

T

0
Y2 ( t0 , t)

d
dt

Y2 ( t 0 , t) dt 0

= -
dc

dx 2

1
2

d
dt

Y
2
2 ( t)

引用费克定律 cγv2 = - Dγ
dc

dx 2

从以上两式得 Dγ=
1
2

d
dt

Y
2
2 ( t) = Y2 ( t) v2 ( t) ( 4. 60)

将式( 4. 22)的关系代入可得

Dγ= v2
2∫
∞

0
R L (τ) dτ ( 4. 61)

  从式( 4. 61)可见,当扩散时间较短, R(τ)是时间函数,所以 Dγ

也随时间变化。当扩散时间很长,式( 4. 61)可写为

( Dγ) t→∞ = v
2∫
∞

0
RL (τ) dτ= v

2
2 T L = v

2
2ΛL ( 4. 62)

对于各向同性紊流,当 t→∞, Dγ将趋近一个常数。

式( 4. 62)表明,当扩散时间较长时, D t 与 ΛL 成比例,而 ΛL 是

一个长度积分比尺,是衡量大尺度紊动的, 因此可认为紊动扩散系

数 D t 主要取决于大尺度(低频率)的涡旋运动。

在实际应用中还有一个重要的问题需要知道, 那就是对不同

的扩散质,如动量、能量、热量和各种含有物质, 其扩散系数是否相

同的问题。如果作为标志物质来分析,因为假定在扩散过程中, 扩

散质在质点间没有任何转移和交换(它只有位置的改变) , 质点本

·521·



身是保持不变的, 则在这个前提下, 不论是哪种扩散质,扩散系数

都应该是相等的。这个认为动量的扩散和热量、含有物浓度等扩散

之间存在完全的比拟关系,其紊动扩散系数相等的假说, 称为雷诺

比拟( Reynolds analogy)。

实际上, 流体质点带有的扩散质在运动过程中保持不变的程

度,对不同扩散质是不一样的。因此, 对不同扩散质其扩散系数是

会有差异的。这是一个需要根据各种扩散质的特性具体研究的问

题。按已有的一些研究,认为热量和含有物浓度的扩散, 其紊动扩

散系数是一样的,它们和动量扩散比较, 则彼此的紊动扩散系数有

差异。

4. 7 关于扩散方程的求解

扩散方程是一个二阶的偏微分方程,特别是在紊流情况, 紊动

扩散系数性质复杂,求普遍解是很困难的。如用解析法求解, 大都

只能针对简化了的问题。严格说来, 在流动情况下移流扩散方程应

和流体运动基本方程组耦合求解包括浓度的所有基本变量。但在

标志(示踪)物质的假定下,可以将流场和浓度场分开解算, 一般先

求出流场,然后在已知流速分布下求解移流(或紊流)扩散方程。后

者有下列几个途径:

( 1) 在静止或均匀流动中的扩散 在这种条件下, 扩散方程

可以得到一些较简单的基本解。如从一个固定点瞬时放入或连续

放入扩散质, 当不考虑边界影响时, 一维、二维和三维情况都已求

得解析解。

( 2) 剪切流中的一维纵向离散 这种情况是采用过流断面上

的平均流速和平均浓度来计算, 求得的解是断面平均浓度沿纵向

的分布。这方面的工作已有较多的研究成果, 也是目前解决实际问

题的重要途径。
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( 3) 剪切流中的二维离散 在宽广的水域中, 特别是不规则

的边界条件下, 如大江大河岸边形成的污染带; 岸边各种建筑物

(丁坝等)和地形的影响;水库、湖、池中的扩散等, 一维离散分析常

不能满足实际需要,当水深不是很大时, 可按二维离散分析, 其要

点是:因为垂向扩散比其他方向快得多, 可以假定垂向扩散是瞬时

完成的。于是可以采用垂线的浓度平均值计算, 着重分析垂线平均

浓度沿横向的变化和沿纵向的变化,亦即求出它在平面上的分布。

( 4) 数值解法 由于扩散方程解算的复杂性, 在当前电子计

算机已逐渐得到广泛使用的情况下,采用数值解法日益增多, 特别

是二维以上的计算通常都用数值解法, 有限差分法和有限元法在

解移流扩散方程时都有采用, 可参阅计算水力学或计算流体力学

方面的书籍。

( 5) 物理模型 复杂边界条件下的扩散问题也常采用缩小尺

寸的物理模型(实物模型)进行试验研究。在实物模型中可直接观

察流动和扩散的现象,测取流速和扩散质浓度的分布。物理模型比

较直观,对于某些现象和影响因素不甚明确, 因而尚未能建立数学

模型的情况,只要对支配扩散的主要因素抓得正确, 即可设计物理

模型。但由于影响扩散的因素太多,往往会遇到模拟的困难。理论

上说要得到完全相似的模拟是不可能的, 只能按实际问题的性质

作近似的模拟。而且应尽量使模型不变态(所谓变态模型, 即垂向

和水平方向的模型比例尺不同的模型) , 否则流动结构因模型变态

而扭曲,扩散就不可能得到相似。

( 6) 现场观测 在天然流场中进行扩散质浓度的观测, 得到

的资料是最真实可贵的。但工作量和费用都很大, 也还有量测技术

的可靠性要求,一般难以取得很全面系统的资料。通过现场观测,

利用得到的资料来确定扩散方程中的系数是一个常用的方法。

对于复杂而重要的任务, 往往要采用几种途径相互配合或补

充,结合起来解决问题。
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4. 8 静止流体中瞬时源和连续源的扩散

在静止流体中的扩散只有分子扩散。在无边界影响情况下, 从

点源、线源或面源放出的污染物质的扩散可以求出解析解。这些基

本解在环境污染分析中得到较多的应用, 也常作为分析复杂问题

的基础。现介绍如下。

一、瞬时源的扩散

1. 集中投入的情况

当 t= 0时刻, 在原点瞬时集中投入质量为 M 的扩散质,分析

以后任何时刻在无界空间中的浓度分布 , 这是扩散方程最基本

的解。

先看一维扩散, 这相当于从正交于扩散方向的一个面源均匀

投入扩散质的扩散。采用一维( x 1 方向)分子扩散方程

�c
�t

= Dm
�

2
c
�x

2
1

( 4. 3)

在上述初始和边界条件下求解。数学求解的途径有几种, 这里介绍

一个从量纲分析入手的方法。浓度 c( x 1 , t)仅是 M, x 1 , t , Dm 的函

数,因扩散方程是线性的, c应和 M 成正比。在一维问题中, c的量

纲是
M
L

,故应有一个特性长度的比例系数, 而扩散系数 D m 的量

纲为
L 2

T
, 所以选用 D m t为这个特性长度是合适的。通过这样的

量纲分析可得下列关系

c =
M

4πDm t
f x 1

4D m t

( 4. 63)

式中 4π和 4 是为以后描述式子的意义加上的。
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为确定式中的函数 f , 令η=
x 1

4Dm t
并将式 ( 4. 6 3 ) 代入式

( 4. 3) , 即变换为常微分方程

df
dη

+ 2ηf = 0 ( 4. 64)

它的通解是 f = c0 e
- η2

( 4. 65)

根据扩散质的质量守恒原则,在任何时刻应有

∫
∞

- ∞
cdx 1 = M ( 4. 66)

将式( 4. 65)、( 4. 63)代入式( 4. 66)进行积分, 可得 c0 = 1。因此最后

求得瞬时源一维扩散的基本解为

c( x 1 , t) =
M

4πDm t
exp -

x2
1

4D m t
( 4. 67)

  上式表明浓度 c沿 x 1 轴的分布是正态分布即高斯分布。如表

示(见 4. 3节)

2D m t = σ
2
  σ= 2D m t ( 4. 15)

式( 4. 67)可写为

c( x 1 , t) =
M

σ 2π
exp -

x 2
1

2σ
2 ( 4. 67a)

这和第二章 2. 4节概率密度函数的正态分布式 ( 2. 12)的形式相

同, 只是这里讨论的是浓度分布函数。如将图2. 1 9( a )的纵坐标

p ( u)改为 c,横坐标 u 改为 x 1 , 则该图不同σ值的曲线族也就表示

不同时刻 t的浓度分布曲线族。σ愈大,即时间愈长, 分布曲线愈平

坦。

对浓度分布函数也可以写出其各阶矩

Cp =∫
∞

- ∞
x

p
1 cdx 1  p 为阶数

其物理意义和 2. 5 节统计矩中讨论的相同,这里不再重复, 只强调
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其二阶矩即方差σ
2
和扩散系数的关系如上。在 5. 7 节将再讨论浓

度矩的应用。

现看瞬时源的二维扩散,这相应于从 x 3 方向的一条线源均匀

投入的扩散质在 x 1 x 2 平面方向上的扩散。采用二维扩散方程

�c
�t

= D 1
�

2
c
�x

2
1

+ D 2
�

2
c
�x

2
2

( 4. 68)

式中 D1 , D2 分别表示 x 1 , x 2 方向的扩散系数, (在分子扩散 D1 =

D 2 = Dm。因上述形式的扩散方程还可用于解决分子扩散以外的问

题, 这些问题各方向的扩散率可能是不等的, 故方程保留这个形

式。)令

c( x 1 , x 2 , t) = c1 ( x 1 , t) c2 ( x 2 , t) ( 4. 69)

式中 c1 与 x2 无关, c2 与 x 1 无关, 则

�c
�t

=
�
�t

( c1 c2 ) = c2
�c1

�t
+ c1
�c2

�t
= c2 D1
�

2
c1

�x 2
1

+ c1 D 2
�

2
c2

�x 2
2

c2
�c1

�t
- D 1
�2 c1

�x 2
1

+ c1
�c2

�t
- D 2
�2 c2

�x 2
2

= 0 ( 4. 70)

上式只当两个括号内的量分别等于零才能满足,亦即 c1 和 c2 应满

足瞬时源一维扩散的解( 4. 67)。将这两个解相乘, 并注意到在二维

情况,扩散质总量

M =∫∫cdx 1 dx 2

得到瞬时源二维扩散的解:

c( x 1 , x2 , t) = c1c2 =
M

4πt D 1D 2

ex p -
x

2
1

4D 1 t
-

x
2
2

4D 2 t

( 4. 71)

  对于瞬时源的三维扩散, 即从一个点源投入扩散质在三维空

间的扩散,采用三维扩散方程

�c
�t

= Dii
�

2
c
�x i�x i

( 4. 72)

·031·



应用求解二维扩散方程的类似方法可得瞬时源三维扩散的解:

c( x 1 , x 2 , x 3 , t) =
M

( 4πt)
3/ 2

( D1 D 2D 3 )
1 / 2 exp -

x
2
1

4D 1 t
-

x
2
2

4D 2 t
-

x
2
3

4D 3 t

( 4. 73)

式中 M =∫∫∫cdx 1 dx 2 dx 3

  以上集中投入的瞬时源扩散解的推求,也可从普遍情况出发,

先从三维扩散方程求解得到瞬时点源的三维扩散公式 ( 4. 73) , 然

后按线积分求得均匀线源的二维扩散公式( 4. 71) ,再按面积分求

得均匀面源的一维扩散公式( 4. 67)。但这个途径在首先求解点源

三维扩散公式时 , 采用的数学变换处理较复杂些。可参考有关

文献。

2. 空间上分布投入的情况

扩散质的投入不是集中在一处, 而是分布在空间的一定范围

上同时投入。这种瞬时分布源情况可考虑为若干个瞬时集中源的

叠加,按叠加原理求解。为方便计只讨论浓度分布是一维的, 即按

面源叠加。设沿 x 1 轴上在 x 1 = ξ处 dξ上面源的强度为

M(ξ) = f (ξ) dξ ( 4. 74)

如图 4. 5所示。作为瞬时集中源考虑,由此经时间 t 扩散至 x 1 处

的浓度按式( 4. 67)应为

dc =
f (ξ) dξ

4πD 1 t
exp -

( x 1 - ξ)
2

4D 1t

如起始时瞬时面源扩散质的浓度分布为

c( x 1 , 0) = f (ξ)   a ≤ x1 ≤ b

则扩散作用叠加后,经时间 t在 x 1 处的浓度为

c( x 1 , t) =∫
b

a

f (ξ)

4πD 1t
exp -

( x 1 - ξ)
2

4D1 t
dξ ( 4. 75)

  对于起始时 f (ξ)为一台阶函数的情况, 这相当于实际问题为
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图 4. 5 瞬时分布源

一匀直槽道中,原来没有扩散质, 现在坐标原点右边长距离范围瞬

时加入扩散质,使浓度升为 c0 ,即

t = 0时   f (ξ) =
0  x 1 < 0

c0  x 1 ≥ 0

对于这种情况,由式( 4. 75)得

c( x 1 , t) =∫
∞

0

c0

4πD 1 t
exp -

( x 1 - ξ)
2

4D 1t
dξ ( 4. 76)

令 w = ( x 1 - ξ) / 4D 1 t, 上式变换为

c( x 1 , t) =
c0

π
∫

x
1

/ 4D
1

t

- ∞
e

- w 2

dw

=
c0

π
π

2
+∫

x
1

/ 4 D
1

t

0
e - w

2

dw

=
c0

2
1 + erf

x 1

4D1 t
( 4. 77)

式中 erf( z )为 z 的误差函数, 其定义为

erf( z ) =
2

π
∫

z

0
e

- ζ2

dζ ( 4. 78)
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且有下列性质: erf( - z ) = - erf( z ) ; erf( 0) = 0; erf(∞) = 1。

又 1 - erf( z ) = erfc( z ) ( 4. 79)

称为补误差函数。

式( 4. 77)解的浓度分布如图 4. 6 所示。

图 4. 6 起始为台阶形分布的瞬时源的扩散

误差函数及正态分布的积分积值列于表 4. 2, 表中 σ值在本

情况为σ= 2D 1t。按给定的扩散系数 D 1 和起始浓度 c0 值, 即可

求得不同时刻沿 x 1 各处的浓度。

表 4. 2 误差函数及正态分布的积分

x
σ

er f
x
σ

1 m

σ 2π
∫

x/σ

0
exp -

x 2

2σ2
dx

0 H. 0 0 �. 0 0 �. 0

0 H. 1 0 �. 1129 0 i. 0398

0 H. 2 0 �. 2227 0 i. 0793

0 H. 3 0 �. 3286 0 i. 1197

0 H. 4 0 �. 4284 0 i. 1554

0 H. 5 0 �. 5205 0 i. 1915

0 H. 6 0 �. 6309 0 i. 2257

0 H. 7 0 �. 6778 0 i. 2580

0 H. 8 0 �. 7421 0 i. 2881

0 H. 9 0 �. 7969 0 i. 3159

1 H. 0 0 �. 8427 0 i. 3413
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(续表)  

x
σ

er f
x
σ

1 m

σ 2π
∫

x/σ

0
exp -

x 2

2σ2
dx

1 H. 2 0 r. 9103 0 @. 3849

1 H. 4 0 r. 9523 0 @. 4192

1 H. 6 0 r. 9763 0 @. 4452

1 H. 8 0 r. 9891 0 @. 4641

2 H. 0 0 r. 9953 0 @. 4773

2 H. 5 0 r. 9996 0 @. 4938

3 H. 0 0 r. 99998 0 @. 4987

4 H. 0 0 @. 49996

∞ 1 r. 0000 0 @. 5000

二、连续源的扩散

和瞬时源不同,连续源是指在时间上的连续扩散, 即从某时刻

t = 0 开始, 在某处连续加入扩散质, 求以后任何时刻空间中扩散

质的浓度分布。

现讨论较简单的一维连续均匀扩散的情况。设扩散源位于原

点 x 1 = 0, 当 t= 0, 沿 x 1 轴原来各处浓度均为零,现在 x 1 = 0处浓

度在瞬间突然升高为 c0 , 以后保持不变,求浓度分布函数 c( x 1 , t)。

仍从量纲分析出发,设

c = c0 f
x1

Dm t
= c0 f (η) ( 4. 80)

η=
x 1

Dm t

则有
dc
dt

=
dc
dη
�η
�t

= -
1
2t
η

dc
dη

�2 c
�x 2

1
=

1
tD m

d2 c
dη2
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代入扩散方程( 4. 3) , 即变换为一常微分方程

-
1
2
η

df
dη

=
d

2
f

dη
2 ( 4. 81)

其边界条件为 f ( 0) = 1, f (∞) = 0。因 c( - x 1 , t) = c( x 1 , t) , 可只沿

+ x 1 轴求解, 得

c = c0 1 - erf
x 1

4Dm t

= c0 erfc
x 1

4D m t
  ( x 1 > 0) ( 4. 82)

随着时间 t 的增加,沿 x 1 轴方向浓度分布的变化如图 4. 7 所示。

图 4. 7 等强度连续源的一维扩散 [ 10]

如果给定的不是原点浓度 c0 , 而是连续加入的扩散质的量, 而

且是变化的, 则可以看作无数不同强度的瞬时源产生的扩散在时

间上叠加的结果, 每个微时段 δτ加入的扩散质所产生的浓度 δc

可按瞬时源的关系式考虑,然后进行从零到 t 的时间积分。例如在

一维情况, 设在时刻 τ微时段 δτ加入的扩散质为 δM= f (τ) dτ如

图 4. 8 所示,则经历( t- τ)时间扩散产生的浓度为

δc =
f (τ) dτ

4πDm ( t - τ)
exp -

x 2
1

4D m ( t - τ)
( 4. 83)

整个连续源扩散产生的浓度为
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c( x 1 , t) =∫
t

0

f (τ)

4πD m ( t - τ)
ex p -

x
2
1

4D m ( t - τ)
dτ

( 4. 84)

图 4. 8 变强度的连续源

  最后, 如果连续源不是

集中在原点, 而是分布在沿

x 1 轴一定范围如 a≤x 1≤b

之上, 则加入的扩散质最一

般的情况是时间和空间 (距

离) 的函数, 在 x1 = ξ处 dξ

上,于时刻 τ在 dτ时间内加

入的扩散质的量为δM =

f (ξ,τ) dξdτ, 一维扩散经时间( t- τ)在 x 1 处的浓度为

δc =
f (ξ, τ)

4πD m ( t - τ)
exp -

( x 1 - ξ) 2

4Dm ( t - τ)
dξdτ ( 4. 85)

全部分布连续源一维扩散产生的浓度应将上式积分二次成为

c( x 1 , t) =∫
t

0∫
b

a

f (ξ, τ)

4πD m ( t - τ)
exp -

( x 1 - ξ) 2

4Dm ( t - τ)
dξdτ

( 4. 86)

具体计算就要看函数 f (ξ,τ)的形式了。如求积分困难时也可用数

值方法计算。

对于连续源的二维、三维扩散, 原则上也可按上述方法看作无

数个相应瞬时源扩散的叠加, 用相应瞬时源的浓度分布公式进行

时间积分计算。

现对等强度连续点源的三维扩散情况求其积分如下。

前面已知瞬时点源三维扩散的浓度分布公式( 4. 73)为

c( x 1 , x2 , x 3 , t) =
M

( 4πt) 3 / 2 ( D 1 D2 D 3 ) 1/ 2
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× exp -
x

2
1

4D1 t
-

x
2
2

4D 2t
-

x
2
3

4D 3 t

M =∫∫∫cdx 1 , dx 2dx 3

在静止流体中各向同性扩散情况, D 1 = D 2 = D 3 = Dm ,并令 r
2
= x

2
1

+ x
2
2 + x

2
3 ,上式成为

c( r , t) =
M

( 4πD m t) 3/ 2 exp -
r 2

4D m t
( 4. 87)

将连续点源看作无数瞬时点源的叠加, 设单位时间加入的扩散质

的量为 m, m 不随时间变化。于时刻 τ在 dτ时间投入量即源强为

mdτ, 则经历( t- τ)时间扩散在位置 r 产生的浓度为

dc =
mdτ

[ 4πD m ( t - τ) ]
3 / 2 exp -

r
2

4D m ( t - τ)
( 4. 88)

连续点源三维扩散从起始到 t 时间在位置 r 产生的浓度为上式的

时间积分

c( r , t) =∫
t

0
dc =∫

t

0

m
[ 4πDm ( t - τ) ]

3/ 2 exp -
r

2

4Dm ( t - τ)
dτ

( 4. 89)

令 η=
r

[ 4Dm ( t - τ) ] 1 / 2

则 dη=
r

( 4D m ) 1 / 2 ¡¤
1
2

dτ
( t - τ) 3 / 2

当 τ= 0时  η=
r

4D m t

当 τ= t时  η= ∞

将以上关系代入式( 4. 89)得

c( r , t) =
m

8(πD m )
3 / 2

4D
1/ 2
m

r∫
∞

r / 2 D
m

t
exp ( - η

2
) dη

=
m

4πDm r
2

π
∫
∞

r / 2 D
m

t
e

- η2

dη
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即 c( r , t) =
m

4πD m r
erfc

r

2 Dm t
( 4. 90)

4. 9 均匀紊流中的扩散

在流动流体中物质的扩散应按移流扩散方程(在紊流则为紊

流扩散方程)分析, 在复杂的流动情况求解是困难的,但在单向的

均匀流动中,即各处流速均为 u1 = U, u2 = u3 = 0的情况,就有一些

解析解。在层流,因边界引起粘性剪切力的存在, 这种均匀流动实

际是难以遇到的。在紊流,严格说来也不可能出现, 因没有剪切力

就不能维持均匀紊流而不衰减。因此这只是一种假想的流动, 但对

这种流动的扩散便于作理论分析,对有些实际紊流也可近似应用,

故下面针对均匀紊流情况讨论。

紊流扩散方程当忽略分子扩散和发生(或衰减)项,并使坐标

轴与扩散张量主轴一致时,成为式( 4. 54)的形式

�c
�t

+ ui
�c
�xi

= Dii
�2 c
�xi�x i

对于上述均匀紊流,方程简化为

�c
�t

+ U
�c
�x 1

= D ii
�2 c
�xi�x i

( 4. 91)

对于以速度 U 移动的坐标系 x′1 来说

x′1 = x 1 - Ut ( 4. 92)

�
�x 1 t

=
�
�x′1

�
�t x

1

=
�
�x′1
�x′
�t x

1

+
�
�t

= - U
�
�x′1

+
�
�t

代入式( 4. 91)得

�c
�t

= D 11
�2 c
�x′

2
1

+ D 22
�2 c
�x′

2
2

+ D 33
�2 c
�x′

2
3

( 4. 93)
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这个方程的形式就和静止流体中的扩散方程( 4. 72)完全一样。所

以在静止流体中各种情况的扩散方程解都可以适用于上述均匀紊

流的情况, 差别只在于:坐标 x1 改变为 x′1 ( = x 1 - Ut) ,分子扩散

系数 D m 改变为紊动扩散系数 D ii。现介绍几种情况如下。

一、均匀紊流中瞬时源扩散的浓度分布

这种情况只需将静止流体中瞬时源扩散的解按上述原则改写

即得。

1. 瞬时(面)源的一维扩散

一维紊流扩散方程为(以下略去顶上的时均符号)

�c
�t

+ U
�c
�x 1

= D 11
�

2
c
�x 2

1
( 4. 94)

浓度解为 c( x 1 t) =
M

4πD 11 t
exp -

( x 1 - Ut)
2

4D1 1t
( 4. 95)

  2. 瞬时(线)源的二维扩散

二维紊流扩散方程为

�c
�t

+ U
�c
�x 1

= D 11
�

2
c
�x

2
1

+ D 22
�

2
c
�x

2
2

( 4. 96)

浓度解为

 c( x 1 , x 2 , t) =
M

4πt D1 1D 22

exp -
( x 1 - Ut)

2

4D 11 t
-

x
2
2

4D 22 t
( 4. 97)

  3. 瞬时点源的三维扩散

三维紊流扩散方程为式( 4. 91) ,其浓度解为

c( x 1 , x 2 , x 3 , t) =
M

( 4πt)
3/ 2

( D 11 D2 2D 33 )
1/ 2

× exp -
( x 1 - Ut) 2

4D 11 t
-

x 2
2

4D 22 t
-

x2
3

4D 33 t

( 4. 98)
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二、均匀紊流中连续源扩散的浓度分布

1. 连续源的一维扩散

当求解条件为

c( x 1 , 0) =
0  当 x 1 = ± ∞

c0  当 x 1 = 0

其情况和静止流体中连续源的一维扩散相同,参考式( 4. 82) , 可写

出这种情况的浓度分布式

c( x1 , t) = c0 1 - erf
x 1 - U t

4D1 1t
( 4. 99)

  2. 连续源的三维扩散

原则上可按一系列瞬时点源的叠加,从瞬时点源的浓度分布

关系式出发进行积分来求解。但这样做即使在各向同性情况, D1 1

= D 22 = D 33 = D , 数学推演也较复杂, 而且也要作些近似假定。文

献[ 10]采用一种较简单的方法也得出相同的结果,现介绍如下。

将流动看成是一系列平行薄片组成, 薄片厚度为 δx1 , 两个界

面是无限远的 x 2 - x 3 平行平面如图 4. 9所示, 这些薄片以速度 U

移动通过点源时接纳由点源扩散出的扩散质, 单位时间扩散出的

质量为 M
·

,每一薄片接纳扩散质团的质量为 M
·

δt, δt 为该薄片通过

点源的时间,δt= δx 1 / U。按瞬时源在平面上二维扩散的浓度分布

式( 4. 71)且 D 1 = D2 = D 时为

c( x 2 , x 3 , t) =
M

¡¤

4πtD
exp -

( x 2
2 + x 2

3 )
4D t

则在薄片中单位面积接纳的质量为

M
¡¤

δt
4πtD

exp -
( x

2
2 + x

2
3 )

4D t
=

M
¡¤

δx 1

4πtDU
exp -

( x
2
2 + x

2
3 )

4Dt
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图 4. 9 连续源三维扩散化为二维分析 [ 10]

转换为三维浓度时需将此单位面积的质量除以 δx 1 , 同时将变量 t

按 t= x 1 / U 变换, 得

c( x 1 , x2 , x 3 ) =
M

¡¤

4πD x 1
ex p -

( x
2
2 + x

2
3 ) U

4Dx 1
( 4. 100)

此即连续点源的三维扩散浓度分布表达式。

3. 连续源的二维扩散

和上述分析三维扩散的类似方法可求得连续(线)源的二维扩

散浓度分布表达式为

c( x 1 , x 2 ) =
M

¡¤

U 4πDx 1 / U
exp -

x 2
2 U

4Dx 1
( 4. 101)

式中 M
·

现为线源强度, 即每单位长度单位时间内扩散出的质量。

需要注意式 ( 4. 100)和式 ( 4. 101)只适用于扩散时间较长, 即

t m 2D / U
2 的情况, 此时浓度分布趋于稳定, 上述分析的考虑才是

正确的。

4. 连续源的非定常扩散

以上讨论中连续源的源强是不随时间变化的, 如果连续源的

源强是变化的,原则上仍可用上述坐标变换和叠加法求解。例如在

一维扩散情况,参照静止流体中变源强扩散的式( 4. 84) , 这种情况

·141·



的浓度分布式可写为

c( x 1 , t) =∫
t

0

f (τ)

4πD 11 ( t - τ)
exp -

[ x 1 - U( t - τ) ]
2

4D 11 ( t - τ)
dτ

( 4. 102)

式中 f (τ) dτ= δM(τ) ,即在微时段 δτ放出的扩散质量,意义和式

( 4. 84)中相同。具体积分要给定 f (τ)函数。实践中多要用数值方

法解算。

4. 10 有边界反射的扩散

以上讨论只限于无限空间中的扩散,或者边界足够远其影响

可以忽略的情况。在实际有限空间中, 在固体边界处扩散质不能通

过,成为扩散方程的边界条件, 不易求严格的解析解。对于简单的

直线边界,有用映像法, 即加对称于边界的虚拟源代替固体边界以

满足边界条件来近似求解的方法。现介绍如下。

一、固体边界的反射

如图 4. 10( a)所示,在 x2 = - L 处有一固体直线边界。在原点

x 2 = 0处, t = 0时加入一个单位强度的瞬时集中源, 可近似认为是

均匀面源,向右可扩散至无穷远;向左扩散至边界,不能通过, 通量

Q 为零, 按费克定律也就是浓度梯度
�c
�x 2
应为零, 成为扩散应满足

的边界条件。求解时,在 x 2 = - 2L 处, t = 0 时加入一虚拟的单位

强度的瞬时集中源,以代替边界。虚拟源成为实际源对称于边界的

映像。取消边界后, 虚拟源和实际源的扩散强度相等而方向相反的

作用仍能保持上述边界条件。按叠加原理, 可认为具有实际边界的

单个实际源的解和没有实际边界时实际源加虚拟源的解是等价

的,于是可用下式表示
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c( x 2 , t) =
1

4πDt
exp -

x
2
2

4D t
+ ex p -

( x 2 + 2L)
2

4Dt

( 4. 103)

图 4. 10 考虑边界反射的映像法

可以看到,单个实际源扩散至边界处的浓度是没有边界时该处浓

度的二倍,故可看作边界对浓度发生全反射的结果。如果边界的性

质使得扩散质被部分或全部吸收,例如粘附在边界上, 则上述解便

不适用。但全反射是最不利的情况。

如果实际源在两个平行边界的中间, 一个边界在 x 2 = - L

处, 另一个在 x 2 = + L 处, 如图 4. 10( b )所示, 求解时就要加两个

虚拟源, 其位置分别为 x 2 = - 2L 和 x 2 = + 2L 以满足边界条件。

但在 x 2 = - 2L 处的源所产生的浓度场扩散至 x 2 = + L 的边界时

仍会有一个浓度梯度, 而需要在 x 2 = + 4L 处的映像虚拟源来抵

消这个浓度梯度。如此类推, 要求在 x 2 = - 6L、+ 8L⋯⋯等处设一

系列虚拟源。同样对于 x 2 = + 2L 的源也要求在 x 2 = - 4L、+ 6L、

- 8L⋯⋯等处设一系列虚拟源。理论上要求无数的映像虚拟源才
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能完全代替边界反射的作用,叠加后的浓度分布可由下式表示:

c( x 2 , t) = ∑
∞

n= - ∞

1

4πD t
exp -

( x 2 + 2nL)
2

4D t
( 4. 104)

实际应用时, 求有限项, 如 n= 0, ±1, ±2, 已可得到较好的近似

解。

上面的分析是针对正交于固体边界的横向扩散讨论, 也可说

是在静止流体中的情况。如果在纵向( x1 方向)流体作均匀等速流

动,例如在一顺直河渠中的流动可作这种近似, 两侧边墙对扩散的

反射作用仍可按上述考虑,至于纵向均匀流动的作用, 可按上节变

换坐标的方法处理。

二、大气中扩散的逆温层反射

近地面大气对流层的温度层结结因受许多因素的影响常有较

多的变化,其中最不利于扩散的是出现逆温层。在逆温层中温度随

高度增加而增加, 密度则随高度增加而减小, 空气非常稳定, 污染

物最难扩散。在进行近地面大气层的扩散分析时, 如果在一般温度

较均匀的紊流气层上面有一层逆温层复盖着, 则在上下两层具有

紊动强度差别很大的流层之间, 可认为存在一个紊动特征不连续

的分界面(实际是很薄的过渡层) ,这个不连续面像一个顶盖一样

压在下层流体的上面,抑制着下层物质的向上扩散。有时将这种逆

温层下面容易扩散混合的气层称为大气混合层。当计算一个污染

源在大气混合层中扩散时,就要考虑上面逆温层复盖的影响。

分析时可以将逆温层底的分界面看作对扩散起反射作用的界

面,采用前段所述的映像法求浓度场。图 4. 11 表示一个连续点源

扩散时地面和逆温层底面都起全反射的情况。取坐标原点在地面

处, H 为点源的有效高度; L 为逆温层底的高度, L> H ; U 为均匀

风速。设扩散层中紊动是平稳的。因为扩散作用是线性关系, 可以

采用叠加方法处理。将扩散作用分解为两部分: 在通过点源的
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x 1 x 2 平面上作连续源二维扩散考虑, 以及在 x1 x 3 立面上考虑地面

和逆温层的反射作用,然后将两者的作用叠加起来。

图 4. 11 大气扩散的逆温层反射

按连续源二维扩散的关系式( 4. 101)有

c1 ( x 1 , x 2 ) =
M

¡¤

U 4πD x 1 / U
exp

- x2
2 U

4D x 1
=

M
¡¤

U 4πDt
exp -

x 2
2

4D t

式中 M
·

为源的强度。结合这种情况的扩散源与地面和逆温层底的

相对位置关系,按上段所述映像法的扩散反射分析, 可得单位源强

在 x 1 x 3 立面上产生的浓度为

c2 ( x 1 x 3 ) =
1

4πDt
∑
∞

n= - ∞

exp -
( x 3 - H + 2nL) 2

4D t

+ exp -
( x 3 + H + 2nL)

2

4Dt

两种作用综合结果得出大气混合层中的浓度分布关系式

c( x1 , x 2 , x 3 ) = c1 ( x 1 , x 2 ) ¡¤c2 ( x 1 , x 3 )

=
M

¡¤

4πUD t
ex p -

x
2
2

4D t
¡¤∑
∞

n= - ∞

exp -
( x 3 - H + 2nL)

2

4D t
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+ exp -
( x3 + H + 2nL)

2

4Dt
( 4. 105)

式中 t= x1 / U。一般取 n= 0, ±1, ±2计算已足够精确。求地面浓

度时取 x 3 = 0代入即得。

例题 4. 2 在室内水槽进行扩散试验, 设水槽右端为封闭, 左

端很长。在水槽距右端 10m 的断面 A - A 以平面源方式瞬时投放

示踪剂。试计算投放后 10分钟在距右端 5m 的 B- B 断面及在 A

- A 断面左方 10m 的 C- C 断面上的示踪剂浓度。投放量 M =

1kg/ m
2
。已知扩散系数为 200cm

2
/ s。计算中要考虑右端边界反射。

若不计边界反射, B- B 断面及 C- C 断面浓度又为多少?

[解]  为便于计算, 将时间和长度的单位分别统一用 min 及

m 表示。这样

D t = 200cm 2 / s = 1. 2m 2 / min

  ( 1) 考虑右端边界的反射作用, 浓度计算式为

c( x , t) =
M

4πD tt
exp -

x
2

4D tt
+ ex p

- ( x - 2L)
2

4D tt

  右端边界距投放源 L= 10m

B- B 断面 x = 5m

cB =
1

4π× 1. 2× 10
exp

- 52

4× 1. 2× 10

+ exp
- ( 5 - 2× 10)

2

4× 1. 2× 10

= 4. 91× 10 - 2 kg/ m 3

  C- C 断面 x = - 10m

cC =
1

4π× 1. 2× 10
exp

- ( - 10)
2

4× 1. 2× 10

+ exp
- ( - 10 - 2× 10) 2

4× 1. 2× 10
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= 1. 0× 10
- 2

k g/ m
3

  ( 2) 若不考虑边界的反射作用, 浓度计算式为

c( x , t) =
M

4πD tt
exp -

x 2

4D tt

  B- B断面

cB =
1

4π× 1. 2× 10
exp -

5
2

4× 1. 2× 10

= 4. 84× 10
- 2

kg/ m
3

  C- C 断面

cC =
1

4π× 1. 2× 10
ex p -

( - 10) 2

4× 1. 2× 10

≈1. 0× 10
- 2

kg/ m
3

  由计算结果可见, 边界反射作用对距边界较近的 B- B 断面

有一定的影响,对距边界较远的 C- C 断面几乎没有影响。

例题 4. 3 有一平直均匀河段如图 4. 12,河宽 W= 60m, 水深

h = 3m ,设为均匀流速场, 其流量 QR = 140m
3
/ s。污水出口在河中

心, 其流量 Qp = 0. 7m
3
/ s, 浓度 c0 = 500ppm, 河宽远大于水深,

污 染源近似看作连续集中线源 , 设横向扩散系数D ty为 0 . 0 5 4

m
2
/ s。试求: ( 1) 以 c( x , b) = 0. 05c( x , 0)来定义污水场宽度 b( x )

的表示式; ( 2) 当 b= W/ 2时的距离 x 值及此处的最大浓度 cma x ;

( 3) 若污染源在岸边, 将如何变化?

图 4. 12 例题 4. 3 附图
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[解 ]  已知河宽W = 6 0m , 水深h = 3m , 河流流量QR = 1 40

m
3 / s, 设为均匀紊流,则流速

U = QR / A = 140/ ( 3× 60) = 0. 78m/ s

  污水流量 Qp = 0. 7m
3 / s, 浓度 c0 = 500ppm

横向扩散系数 D ty = 0. 054m
2 / s

看作垂向连续集中线源 , 其二维扩散的浓度分布表达式为

( 4. 101)

c( x 1 , x 2 ) =
M

¡¤

U 4πDx 1 / U
exp -

x
2
2 U

4Dx 1

现 x 1 = x , x 2 = y, D= D ty ,上式写为

c( x , y ) =
M

¡¤

2 πD t y Ux
exp -

U y
2

4x D ty
( A)

考虑两边边界一次反射,即分别有两个距边界 60/ 2= 30m, 而距河

中心为 60m 的虚拟源叠加作用, 按式( 4. 104)则浓度分布为

c( x , y) =
M

¡¤

2 πD t y Ux
exp -

U
4x

y2

D t y

+ exp -
U
4x

( y + 60)
2

D ty
+ exp -

U
4x

( y - 60)
2

D t y

( B)

  ( 1) 以 c( x , b) = 0. 05c( x , 0)定义污水场宽度 b( x ) , 以( B)式

代入,并计算

U/ 4D t y =
0. 78

4× 0. 054
= 3. 6 1/ m

得出 b( x )的隐函数表达式

exp -
3. 6
x

b
2

+ exp -
3. 6
x

( b + 60)
2

+ exp -
3. 6
x

( b - 60)
2

= 0. 05 1 + 2exp -
12960

x
( C)
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当 x 较小时, b也小,上式两边可只取第一项, 上式简化为

exp -
3. 6
x

b
2

= 0. 05

可得 b = 0. 91 x ( D )

即认为实际上反射的影响很小,可忽略。

( 2) 当 b→W/ 2= 30m 时, b( x )隐式 ( C)右边仍取≈0. 05;左

边 第二项很小可略去 , 第三项中 b - 6 0≈ 3 0≈ b , 则左边≈

2exp -
3. 6
x

b
2

, 于是有

2exp -
3. 6
x

b
2
≈ 0. 05

由此得 b = 1. 01 x ( E )

当 b = 30m, x =
30

1. 01

2

= 882m

  此 x 值仍不算大, 求 cm ax仍可简化,即在( B)式右边只取第一

项,并考虑 y= 0 时

cma x ≈
M

¡¤

2 πD t y Ux
× 1

=
Qp c0 / h

2 πD t y Ux
=

0. 7× 500/ 3

2 3. 14× 0. 054× 0. 78× 882

= 5. 40ppm

  ( 3)若源在岸边, 要考虑边岸反射, 利用映像法相当于在该处

加设一虚拟源,二源叠加后扩散情况和( 1)相同,但源强为 2M
·

。容

易看出 b( x )的隐函数形式仍相同,简化式也相同。

但 扩散至对岸完全混合时 b = 6 0 m。由简化式 ( E ) b =

1. 01 x
′
计算得到距离 x′= 3530m。

cm a x ≈
2M

¡¤

2 πD t y U x′
= 5. 40ppm

和( 1)的情况相同。
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第五章 剪切流中的离散

由于剪切流中流速分布(对于紊流指时均流速分布)不均匀产

生含有物质随流散开的作用称为离散或弥散( dispersion)。实际问

题中的流体运动多是剪切流动, 因此剪切流动中离散的研究就具

有重要的实际意义。理论上说来, 这个问题用欧拉法可通过对前章

层流和紊流相应的移流扩散微分方程求解, 在这个方程中不仅包

含扩散传输作用,而且其迁移项包含了随流传输作用, 即已全面包

括了离散作用。前人在这方面曾做过不少工作, 但由于问题的难度

较大, 只有一些较为简单的情况得到解析成果。人们为了简化问

题,常将三维剪切流简化为一维流动或二维流动, 这样用断面平均

参量表达一维流动状况、或用垂线平均参量表达二维流动状况时,

对于剪切流中流速分布不均匀所产生物质的离散作用就要专门进

行处理,这就是本章讨论的主要内容。这里将着重介绍实际应用最

多的一维流动的纵向离散分析。

5. 1 一维纵向移流离散方程

实际工程中有些问题如管道、渠槽等流动中的扩散可以简化

为一维问题处理。这样就要按总流的分析方法采用断面平均流速

V 和断面平均浓度 Ca 来计算,于是就要建立以断面平均值表达的

扩散方程。

对于紊流,先写出各流动参量的断面平均值与瞬时值、时均值
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和脉动值的关系。令 u�、c�表示断面上任一点的时均流速和时均浓

度与其断面平均值之差(偏离值)如图 5. 1 所示,可写

u = u + u′= V + u
�

+ u′ ( 5. 1)

c = c + c′= Ca + c�+ c′ ( 5. 2)

图 5. 1 一维纵向离散

忽略分子扩散,通过正交于 x 1 轴的单位面积在单位时间内的扩散

质通量(或浓度通量)的时均值为

uc = ( V + u�+ u′) ( Ca + c�+ c′)

= ( V + u�) ( Ca + c�) + u′c′ ( 5. 3)

再对断面 A 平均, 并以符号〈⋯〉表示各项的断面平均值, 则可写

浓度通量的断面平均值为

1
A∫A

ucdA =〈( V + u�) ( Ca + c�) + u′c′〉

=〈VCa〉+〈Vc
�
〉+〈u
�
Ca〉+〈u
�
c
�
〉+〈u′c′〉

= VCa +〈u
�
c
�
〉+〈u′c′〉 ( 5. 4)

因〈c
�〉=〈u
�〉= 0,〈V〉= V,〈Ca〉= Ca

现依据物质守恒定律建立扩散方程。

先看整个流动的物质守恒关系,在图 5. 2的控制空间, 流进与
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流出的流量差应等于内部体积的变化:

�( Adx 1 )
�t

dt = -
�( A V)
�x 1

dx 1 dt

即
�A
�t

= -
�( AV)
�x 1

( 5. 5)

图 5. 2

  再看扩散质的守恒关系,可写

�
�t

( Ca Adx 1 ) dt = -
�
�x 1
∫

A
ucdAdx1 dt

以式( 5. 4)代入得

�( CaA)
�t

= -
�
�x 1

[ A VCa + A(〈u�c�〉+〈u′c′〉) ] ( 5. 6)

将式中各项展开:

�( Ca A)
�t

= A
�Ca

�t
+ Ca
�A
�t

( 5. 7)

-
�
�x1

( AVCa) = - Ca
�( A V)
�x 1

- AV
�Ca

�x 1
( 5. 8)

将( 5. 7)、( 5. 8)及( 5. 5)等式代入式( 5. 6) , 整理后得

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x 1
= -

1
A
�
�x 1

[ A(〈u
�
c
�
〉+〈u′c′〉) ] ( 5. 9)

上式中右边两个断面平均项需要模化处理, 使之变为断面平均值

的函数。
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根据紊动扩散的模式可写

〈u′c′〉= - D t
�Ca

�x 1
( 5. 10)

  〈u�c�〉项是代表断面上流速分布和浓度分布不均匀产生的扩散

作用。类比于分子扩散和紊动扩散的模式, 对这个移流离散项也表

示为

〈u�c�〉= - DL
�Ca

�x 1
( 5. 11)

式 中 D L 称 为 纵 向 移 流 离 散 系 数 ( longit udinal convective

dispers ion coefficient )。以式( 5. 10)、( 5. 11)代入式( 5. 9)得

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x 1
=

1
A
�
�x 1

A( D L + D t)
�Ca

�x 1
( 5. 12)

这就是紊流一维纵向移流离散方程。

如过流断面是常数,上式成为

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x 1
=
�
�x 1

( D L + D t)
�Ca

�x 1
( 5. 13)

也可将 D L 和 D t 合并为一个系数 K,

K = D L + D t ( 5. 14)

则式( 5. 13)成为

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x 1
= K
�

2
Ca

�x
2
1

( 5. 15)

也是一维纵向离散方程的常用形式。K 称为综合扩散系数,也称

为混合系数( mixing coefficient )。

对于层流,除没有脉动值项外, 其他分析方法相同,只是 D t 应

改换为分子扩散系数 D m , K = DL + D m ,方程( 5. 15)仍然适用。

一般情况 DL m D tm Dm ,故常忽略 D t 和 D m , 以离散为主取 K

= D L 计算。

因方程( 5. 15)的形式和前章的一维扩散方程相同,只是方程

中的 c、u、D t 改换为 Ca、V、K , 所以在数学上一维扩散方程的解可
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移用于一维纵向离散方程。

这样, 关键又转为纵向离散系数 D L 或综合扩散系数 K 的确

定。这问题显然主要和断面上时均流速分布的规律有关, 扩散系数

也有影响。因此需要针对不同情况进行理论和实验的研究。

5. 2 圆管流动中的离散

一维纵向离散的研究是泰勒 ( 1953, 1954) 从圆管层流开始

的 [ 14 ] ,他为后来的工作打下基础, 因此这里先介绍泰勒的工作。

一、圆管层流中的离散

分析工作是从移流扩散方程出发,对于层流只有分子扩散, 方

程为

�c
�t

+
�( cui)
�x i

= Dm
�2c
�x i�xi

( 5. 16)

对圆管流动采用圆柱坐标,上式成为下列形式:

�c
�t

+ u ( r)
�c
�x

= D m
�2 c
�x 2 +
�2c
�r 2 +

1
r
�c
�r

( 5. 17)

沿纵向分子扩散很小,可以忽略, 即式中右边第一项和其他项比较

可以略去。

圆管层流的断面上流速分布为

u = u c 1 -
r

2

a
2 ( 5. 18)

式中 a 为管的半径, u c 为管轴线处的最大流速。将式( 5. 18)代入式

( 5. 17) ,并采用无量纲量 z= r / a ,经整理后, 式( 5. 17)成为

�2 c
�z 2 +

1
z
�c
�z

=
a 2

Dm

�c
�t

+
a 2

Dm
u c( 1 - z

2
)
�c
�x

( 5. 19)

其边界条件为: 当 z= 1 时
�c
�z

= 0
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式( 5. 19)难以求解。泰勒深入分析现象的物理过程, 对方程作

了合理的简化。他认为,圆管层流的扩散有两个因素在起作用, 一

个是断面上纵向流速分布不均匀使扩散质在纵向离散, 另一个是

径向浓度梯度的存在引起的径向分子扩散(图 5. 3)。在扩散初期,

纵向离散的作用很强,远大于分子扩散作用。随着扩散质纵向浓度

梯度的减小,纵向离散作用不断减弱, 而分子径向扩散作用却始终

保持着, 这是因为纵向离散维持着径向浓度梯度之故。当扩散时

间增大到某一程度后 , 两种作用保持平衡。在这种条件下 , 方程

( 5. 19)中的
�c
�t
项可以忽略,方程简化为

Dm
�2 c
�z

2 +
1
z
�c
�z

= a
2
u c( 1 - z

2
)
�c
�x

( 5. 20)

上式可以求解。

图 5. 3

分析中还可引入两个时间比尺来衡量上述两种作用的强弱,

反映各因素发挥作用所需的时间。径向分子扩散的时间比尺 t 1 应

与半径 a 和分子扩散系数 D m 有关, 从量纲关系可得 t 1∝a
2 / D m。

设扩散质扩展距离为 L, 管轴流速为 u c, 则纵向离散的时间比尺 t 2

∝L/ uc。可见 t1 是个常量, 而 t 2 随 L 的增大而加大, L 则是随扩散

时间增加而增大的,当扩散时间很长, 使得

L
u c
m

a
2

Dm
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时,两种作用便会达到平衡。

将固定坐标系 x 改成以平均流速 V 移动的动坐标系 ξ,则

ξ= x - Vt = x -
1
2

u ct ( 5. 21)

代入式( 5. 20)得

Dm
�

2
c
�z

2 +
1
z
�c
�z

= a
2
u c

1
2

- z
2 �c
�ξ

( 5. 22)

再设纵向浓度变率
�c
�ξ
与 z 无关,则上式满足边界条件的一个解为

c = cξ+ A z
2

-
1
2

z
4

( 5. 23)

式中 cξ为 z = 0 处(管轴)的浓度; A 为常数。将式 ( 5. 23)代入式

( 5. 22)得

A =
a2 u c

8D m

�c
�ξ

( 5. 24)

  相对于一个以 V=
u c

2
的速度下移的平面来说的扩散质流量为

Q =∫
r

0
c u -

u c

2
¡¤2πr dr

= 2πa
2∫

1

0
u c

1
2

- z
2

czdz ( 5. 25)

以式( 5. 23)、( 5. 24)代入后可得

Q = -
πa

4
u

2
c

192D m

�cξ
�ξ

( 5. 26)

式中负号表示流量方向与浓度梯度方向相反。式( 5. 25)还表明, c

必须为随 z 而变的变量, 即要有径向浓度梯度, Q 才不为零。如 c

是常数则 Q= 0而没有扩散量了。

设断面平均浓度为 Ca ,可以假定
�cξ
�ξ

=
�Ca

�ξ
, 则式( 5. 26)成为

Q = -
πa4 u2

c

192D m

�Ca

�ξ
( 5. 26a)
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对单位面积来说,上式除以面积 πa
2
得

〈u
�
c
�
〉= -

a
2
u

2
c

192D m

�Ca

�ξ
= -

a
2
u

2
c

192D m

�Ca

�x
( 5. 27)

如采用费克定律的模式,引入纵向离散系数 DL

〈u�c�〉= - DL
�Ca

�x
( 5. 11)

则得

D L =
a

2
u

2
c

192D m
( 5. 28)

这就是确定圆管层流的纵向离散系数的关系式。从上式可见 D L

和分子扩散系数 D m 有关, D m 起到降低纵向离散系数的作用。

从物质守恒关系有

�Q
�ξ

= - πa
2 �Ca

�t

将式( 5. 26a )代入得

�Ca

�t
= DL
�2 Ca

�ξ
2 ( 5. 29)

可见相对于一个以 u c/ 2速度下移的平面来说, 圆管层流的纵向离

散和分子扩散都是由相同形式的微分方程描述, 亦即圆管层流离

散的纵向浓度分布也为正态分布。

以上讨论是忽略了纵向分子扩散项 D m
�2 c
�x 2的,如把它考虑进

去,则式( 5. 29)中的 DL 应以综合扩散系数 K 代替

K = DL + Dm =
a

2
u

2
c

192Dm
+ D m ( 5. 30)

但实际说明
a

2
u

2
c

192Dm
m Dm ,忽略 Dm 项是合理的。

可以通过实验量测浓度分布来确定 D L 值。则由式( 5. 28)可

以计算 Dm 值。所以圆管层流的离散规律还提供一个确定分子扩

散系数的途径。
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二、圆管紊流中的离散

圆管紊流中,在扩散的起始阶段质点的速度 v( t)的变化不是

平稳过程,它与质点的起始位置有关。随着时间的推移, 历史的关

系逐渐不起作用而成为平稳过程。紊流中离散的分析可和层流的

离散相比拟而得到解决。

当扩散时间足够长时, 可认为纵向离散与径向紊动扩散相平

衡,和层流的分析相似, 可写出它们之间的关系式。纵向离散是纵

向流速在断面上分布不均匀所引起,紊流的流速分布和层流不同;

径向扩散在这种情况是紊动扩散,性质也和层流不同。所以分析上

的差别在于紊流的流速分布和紊动扩散系数的确定。

对流速分布泰勒采用下式

u ( 0) - u ( r)
v*

= f ( z ) ( 5. 31)

式中 v* = τ0 /ρ, z = r / a , τ0 为管壁切应力。圆管中的切应力与半

径 r 成线性关系

τ
τ0

=
r
a
  即 τ= ρv

2
*

r
a

  对于紊动扩散系数 D rr则采用雷诺比拟而有

D r r ( z ) =
m

-
�c
�r

=
τ

- ρ
�u
�r

( 5. 32)

略去推导过程,最后求得纵向离散系数
[ 1 4]

DL = 10. 06a v* ( 5. 33)

  纵向紊动扩散的影响可估计如下。紊动产生的扩散质流量为

Q′= - πa 2D t
�Ca

�x
( 5. 34)

泰勒通过数值积分求得紊动扩散系数

D t = 0. 052av* ( 5. 35)
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可见 D tn D L。考虑 D t 后, 综合扩散系数为

K = D L + D t = 10. 1a v* ( 5. 36)

  上述分析经实验验证,符合得较好。至于工程实际管道, 情况

较复杂,和上述系数略有不同, 需通过实验修正。

5. 3 宽矩形断面明槽流动中的离散

明槽流动中的离散分析是爱尔德( Elder , 1959)应用泰勒的方

法先提出的
[ 15]
。他的工作只针对宽矩形明槽的均匀流动 (等水深

流动) , 因而是个二维问题。现要转换为一维纵向离散问题处理。

爱尔德从普遍紊流扩散方程( 4. 52)出发,忽略分子扩散, 并令

发生项 F c= 0, 同时采用

- c′u′1 = D t
1

�c
�x 1
 - c′u′2 = D t

2

�c
�x 2
 - c′u′3 = D t

3

�c
�x 3

考虑到 u2 = u3 = 0,代入后得

�c
�t

+ u1
�c
�x 1

=
Dc
Dt

=
�
�x 1

D t
1

�c
�x 2

+
�
�x 2

D t
2

�c
�x 2

+
�
�x 3

D t
3

�c
�x 3

( 5. 37)

为简便计,上式中各项顶上的时均符号均省去, 以下也如此。

设横向没有扩散
�c
�x 3

= 0 , 纵向扩散项D t
1

�c
�x 1
n x移流项

u 1
�c
�x 1

,因而可以忽略, 即只剩垂向扩散项,上式成为

Dc
Dt

=
�
�x 2

D t
2

�c
�x 2

( 5. 38)

  表示纵向时均流速为断面上平均流速 V 与流速偏离值 u�之

和
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u1 = V + u
�

( 5. 39)

并改用移动坐标系  ξ= x 1 - Vt,则有

Dc
Dt

=
�c
�t

+ V
�c
�ξ

+ u
��c
�ξ

( 5. 40)

近似取

�c
�t

+ V
�c
�ξ

= 0

则式( 5. 38)成为

�
�x 2

D t
2

�c
�x 2

= u�
�c
�ξ

( 5. 41)

上式结果说明垂向的扩散和纵向离散相平衡(图 5. 4)。这和泰勒

对圆管流动中离散所作的假定相同。

图 5. 4 宽矩形断面明槽流中的离散[ 9]

引入无量纲垂向坐标η=
x 2

h
, h 为水深,式( 5. 41)成为

�
�η

D t
2

�c
�η

= h
2
u
��c
�ξ

( 5. 42)

表示 c = Ca + c
�

( 5. 43)

同时认为
�Ca

�ξ
= const , 从实验得知

�c�

�ξ
= 0, 又考虑到

�Ca

�η
= 0, 将这些

关系代入式( 5. 42)得
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�
�η

D t
2

�c�

�η
= h

2 �Ca

�ξ
u
�

( 5. 44)

沿深度积分得

c�= h2 �Ca

�ξ∫
η

0

1
D t

2
∫
η

0
u�dηdη ( 5. 45)

  采用费克定律的模式,引入纵向离散系数 DL , 扩散质纵向流

量

Q =∫
A
u�c�dA = - D L A

�Ca

�ξ
( 5. 46)

以式( 5. 45)代入后求得

D L = - h2∫
1

0
u�dη∫

1

0

1
D t

2
∫
η

0
u
�
dηdη ( 5. 47)

这就是求二维明槽流动纵向离散系数的关系式。具体数值取决于

时均流速在垂向的分布规律和垂向紊动扩散系数 D t
2
的值。

爱尔德对明槽紊流采用对数流速分布

u = uc + v*
1
κ

ln( 1 - η) ( 5. 48)

式中κ为卡门常数, v* 为摩阻流速,在明槽中

v* = τ0 /ρ= g Ri

R 为水力半径, 在这种情况下 R= h, i为槽底纵坡。并采用雷诺比

拟

D t
2

= νt =
τ/ρ

- du/ dx 2
= hv* κ( 1 - η)η ( 5. 49)

  将式( 5. 48)、( 5. 49)代入式( 5. 47)得到

κ
3
D L

hv*
=∫

1

0

1 - η
η

[ ln ( 1 - η) ]
2
dη ( 5. 50)

取κ= 0. 41 计算得

D L = 5. 86hv* ( 5. 51)

·161·



  以上结果是在忽略纵向扩散项
�
�x1

D t
1

�c
�x 1
的情况下得出的。

如按各向同性紊动处理,取 D t
1
= D t

2
= D t , 这部分的扩散量为

h∫
1

0
D t

2

�c
�ξ

dη= D th
�c
�ξ

D t为紊动的纵向扩散系数。以式( 5. 49)代入,求得

D t / hv* =∫
1

0
ηκ( 1 - η) dη= κ/ 6 = 0. 068 ( 5. 52)

故考虑 D t在内, 综合纵向扩散系数 K 为

K = DL + D t = 5. 93v* h ( 5. 53)

  以上是理论分析的结果。据爱尔德本人实验这数值也偏低。主

要原因是假定 D t
1
= D t

2
, 实际可能 D t

1
> D t

2
。实验得D t = 0. 23hv* ,

则 K = 6. 1hv* 和实验值 6. 3hv* 较接近, 但爱尔德实验的雷诺数较

低,也可能影响结果的精确度。

5. 4 紊流边界层中的离散

粗糙表面上紊流边界层的离散与地面附近大气中污染物质的

离散分析关系密切,实用意义较大。但和前面讨论的管、槽中均匀

流动的离散不同, 在管、槽均匀流中质点速度 vi( t)是平稳随机过

程,可用前述的理论方法分析。在边界层中其上边界是和层外非紊

动的自由流体接触,因层内紊动流体的作用将非紊动流体卷吸到

紊流区内,边界不断向外扩展, 不是均匀紊流, 质点速度不是时间

的平稳随机函数,质点位置的概率分布也不是正态分布, 因此不能

任意地用费克型模式来表示扩散。

巴切勒( Batch elor , G. K. ) ( 1957)
[ 16 ]
提出一个解决这种不属

于平稳随机过程的紊流中离散问题的途径:利用紊流结构在统计

上的自保性,将质点速度变换成为一个平稳的随机函数。所谓自保

性就是紊动虽然从一个断面到另一个断面不断变化,但其结构仍
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保持同样的形式, 各断面不同只是长度(距离)和速度具有不同的

比尺而已。也即是通常说的具有相似性。

具体到分析粗糙紊流边界层中的离散时, 考虑流动为等应力

层,切应力 τ= τ0 ,τ0 为边界阻力, 流速分布为

u( z ) = v* f
z
z0

=
v*
κ

ln
z
z 0

z 为边界以上高度, z 0 为边界粗糙高度 (如为地面上大气边界层,

无树木房屋时 z0 的量级是几个 cm)。巴切勒( 1964)提出两个假

设:

( 1) 从边界 z= 0 上固定点源排放的标志物质, 其质点速度的

统计特性只决定于 v* 和时间 t, v* 为摩阻流速。粗糙高度 z 0 只影

响时均速度的坐标系而不影响紊动结构。

( 2) 对于从高度为 h 的点源排放的质点, 在短时间内其运动

会受到 h 的影响, 但经过足够长的时间 t1 以后, 质点速度的统计

特性将不再受 h 的影响。且只要 tm t 1 ,其统计特性和从 h= 0 的点

源在- t 1 时间排放的质点的统计特性可假设相同。t 1 与 h / v* 属同

一量级,后者即高度 h 的紊动时间比尺。

据此假说, 提出从高度 h 排放的质点在时间 t 以后的纵向位

移 X 的二阶导数按量纲分析为

d2 X�

dt 2 =
a v*

t + t 1

式中 a 为无量纲常数。积分得

dX�

dt
= a v* ln

t + t 1

t0 + t 1
( 5. 54)

式中 t 0 为时间常数,相当于质点纵向速度 u= 0的时刻。

在垂向,认为任何时刻垂向位移 Z 的变率
dZ�

dt
都是有限的, 则

d
2
Z�

dt
2 = 0   

dZ�

dt
= cons t
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由量纲考虑设

dZ�

dt
= bv* ( 5. 55)

积分得 Z�= bv* ( t + t 2 ) ( 5. 56)

式中 b为另一个无量纲常数; t 2 为另一个时间常数。

为确定各式中的常数,认为平均高度为 Z�的质点的平均速度

dX�/ dt 应是流场中高度为 kZ�处的流速, k为比例常数, 即

dX
dt

= [ u ( z) ] z = kZ
� =

v*
κ

ln
kZ�

z 0
( 5. 57)

以式( 5. 54)、( 5. 56)代入得

av* ln
t + t 1

t 0 + t 1
=

v*
κ

ln
kbv* ( t + t 2 )

z 0

可见只有在下列条件下此式才能成立:

a =
1
κ
    t 1 = t 2 ( 5. 58)

所以式( 5. 56)、( 5. 54)可改写为

Z�= bv* ( t + t 1 ) ( 5. 59)

dX�

dt
=

v*
κ

ln
kbv* ( t + t 1 )

z0
=

v*
κ

ln
kZ�

z0
( 5. 60)

从上两式可得

dX�

dZ�
=

1
bκ

ln
kZ�

z0
( 5. 61)

积分得

X�=
1

bκ
( Z�ln

kZ�

z 0
- Z�+ A) ( 5. 62)

此方程表示质点以平均速度运行的轨迹。A 为一个常数, 可由边界

条件确定如下:因 h/ v* 为高度 h 的紊动时间比尺, 当 Z�= h 时, X�

≈u ( h)×
h

v*
≈

h
κ

ln
h
z0

,代入式( 5. 62) , 可粗略得出

·461·



A ≈ h ( b - 1) ln
h
z0

+ 1 - lnk ( 5. 63)

  至于常数 b, 按 Cermak( 1963)认为 b≈0. 1 符合实测资料。常

数 k 略小于 1
[ 17 ]
。

当 h= 0 时, A= 0。由式( 5. 62)得

bκX�= Z�ln
kZ�

z 0
- Z� ( 5. 64)

即点源在地面时质点的轨迹。

为确定污染物质在空间的浓度分布,考虑一个质点从源点经

过时间 t 扩散到某一个给定点( x , y, z )的概率就代表该点的扩散

质浓度的统计平均值。由量纲分析可以假设下列关系式成立:

F
c�Z�3

M
,

x - X�

Z�
,

y
Z�

,
z - Z�

Z�
= 0

c�( x , y , z , t) =
M
Z�

3ψ
x - X�

Z�
,

y
Z�

,
z - Z�

Z�
( 5. 65)

式中 M 为点源的强度。对于定常的连续点源有

c�( x , y, z ) = M∫
∞

0

1
Z

3ψ
x - X

Z
,

y
Z�

,
z - Z�

Z� dt ( 5. 66)

经过一些变换积分变量处理, 引入式( 5. 61) , 考虑在中心线上 y =

0, z= 0的地面浓度, 并令 x≈X�, 巴切勒得到当 x→∞时浓度分布

的关系式(取 k= 1)

c�( x , 0, 0) ≈
M

v* x 2 ln
Z�

z 0 X
�

= x
( 5. 67)

  对于其他有自由边界的紊流, 如射流、混合层和尾流, 同样因

质点速度不是时间的平稳随机函数,习惯都采用紊流结构在统计

上的自保性假定,即相似性假定来分析。因射流在环境问题中应用

很多,将集中在第六章中讨论。
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5. 5 非定常剪切流中的离散

上面论述的离散分析都是设流动是定常的。实际的流动大都

是非定常的。当流动变化较缓慢时可按定常流处理, 分时段按定

常流作离散分析。但有许多情况,例如有潮汐的河口段和港湾, 就

常要进行非定常流的离散分析。一般实际的非定常剪切流中的离

散,多难以求得严格的解析解, 而要用近似的数值计算。这里为了

说明一些基本概念和解决问题的途径, 取一个理想的简单情况讨

论。

因为一个非定常流动常可看作对定常流动加上一个周期性的

波动而得,现设在平行平板间流动的流速分布是

u1 = u0
x 2

h
s in

2πt
T

( 5. 68)

即在线性分布 u0
x 2

h
上加正弦波动, h 为两板间距, T 为摆动周

期,如图 5. 5所示。

图 5. 5 平行平板间的非定常剪切流[ 10]

先看定常流情况,流速分布为

u1 = u0
x 2

h
( 5. 69)
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设在平板间加入标志物质, 经过一段较长时间 (按 Ch atwin 分析

其量级为 h
2 / D ) , 浓度分布成为稳定。因属二维情况 , 可按式

( 5. 44)分析,注意到在这种情况下
�Ca

�ξ
=
�Ca

�x 1
,写为

�
�x2

D t
2

�c
�

�x 2
= u�
�Ca

�x 1
( 5. 70)

沿垂线积分二次可得浓度偏离值的垂向分布:

c�( x2 ) =
�Ca

�x 1
∫

x
2

- h / 2

1
D t

2
∫

x
2

- h / 2

u0 x 2

h
dx 2dx 2 + c�-

h
2

=
1

D t
2

�Ca

�x 1

u0

2h
x3

2

3
-

h2 x 2

4
-

h3

12
+ c�-

h
2

( 5. 71)

c
�-

h
2
值可由 c
�的平均值应为零的条件求得, 也可不必求, 因在

下面求离散系数积分中可消去。按式( 5. 46)求得纵向离散系数为

D L = -
1

h�Ca /�x 1
∫

+ h/ 2

- h/ 2
u�c�dx 2

= -
u0

2h
2
D t

2
∫

+ h/ 2

- h/ 2

u0 x2

h
x 3

2

3
-

h2x 2

4
-

h3

12
+ c�-

h
2

dx 2

=
u2

0 h2

120D t
2

( 5. 72)

如果流动的方向相反,即

u1 = - u0
x 2

h
( 5. 73)

则浓度分布也相反,即

c�( x 2 ) = -
1

D t
2

�Ca

�x 1

u0

2h
x

3
2

3
-

h
2
x 2

4
-

h3

12
+ c�-

h
2

( 5. 74)

但纵向离散系数不变,仍为式( 5. 72)。

现讨论非定常流情况,流速分布是在式( 5. 69)和式 ( 5. 73)之

间周期性地变化,周期为 T。则浓度分布也将随之改变,浓度分布
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完全适应新的速度分布所需的时间近似为 T c = h
2
/ D t

2
。考虑两种

极限情况,一种是周期很短 T n T c ,速度变化较快, 浓度分布还来

不及适应新的速度分布,速度分布又转到相反方向了, 这样浓度分

布就只是在平均浓度分布附近摆动, 则 c
�→0, 因而离散系数 DL→

0。另一种情况是周期很长 T m T c ,速度变化较慢, 在每个方向都有

足够时间使浓度分布适应速度分布的变化, 在多数时间的浓度偏

离值分布符合定常情况的分布, 所以可按定常情况估算其离散系

数。

要定量分析式( 5. 68)的非定常流动的离散, 可将式 ( 5. 70)改

写为

�c�

�t
+ u�
�Ca

�x 1
=
�
�x 2

D t
2

�c�

�x 2
( 5. 75)

即同样采用了泰勒对离散分布的假定,但保留了 c�的非定常项。按

式( 5. 68) ,垂线上平均流速 V= 0, u
�= u1 =

u0x 2

h sin
2πt
T
。故有

�c
�

�t
- D t

2

�
2
c
�

�x
2
2

= -
u0 x 2

h
�Ca

�x 1
sin

2πt
T

( 5. 76)

因在边界上无法向输移,故边界条件为 x 2 = ±h/ 2 处
�c�

�x 2
= 0;令起

始条件为 c
�( x 2 , 0 ) = 0 , 这样不会失去普遍性。最后求得方程

( 5. 76)的解为

c�=
2u0 h2

π3 D t
2

T
T c

�Ca

�x 1
∑
∞

n= 1

( - 1) n

( 2n - 1) 2 sin( 2n - 1)π
x2

h

×
π
2

( 2n - 1)
2 T

T c

2

+ 1
- 1/ 2

sin
2πt
T

+ θ2n- 1

( 5. 77)

式中 θ2n - 1 = sin
- 1

-
1
2
π( 2n - 1)

2 T
T c

2

+ 1
- 1 / 2

( 5. 78)

而一维纵向离散系数的波动周期平均值为
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D L =
1
T∫

T

0
-∫

+ h/ 2

- h/ 2
u
�
c
�dx 2

h
�Ca

�x 1
dt

=
u

2
0 h

2

π4 D t
2

T
T c

2

∑
∞

n= 1

( 2n - 1)
- 2 π

2
( 2n - 1) 2 T

T c

2 2

+ 1
- 1

( 5. 79)

当  T n T c  DL → 0

当  T m T c  D L =
1

240
u2

0 h2

D t
2

( 5. 80)

后者可以看作是一系列定常流动的叠加, DL可看作是定常状态下

的DL的周期平均值。D L与波动周期的关系式( 5. 79)绘出如图 5. 6

所示。

图 5. 6 离散系数D L与波动周期关系
[ 10]

现再进一步设非定常流是由一个定常分量和一个波动分量组
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成如下式:

u( x 2 ) = u1 ( x 2 ) sin
2πt
T

+ u2 ( x 2 ) ( 5. 81)

例如 u1 = u2 = u0
x 2

h
, u( x 2 )是一个脉动流动。容易证明各分量的离

散的叠加得到组合的离散。

令 c
�

1 是
�c�1
�t

+ u1 sin
2πt
T
�Ca

�x 1
= D t

2

�2 c�1
�x 2

2
的解,

c�2 是
�c�2
�t

+ u2
�Ca

�x 1
= D t

2

�
2
c�2
�x

2
2
的解,

则 c�= c�1 + c�2 是
�c
�t

+ u
�Ca

�x 1
= D t

2

�
2
c
�

�x
2
2
的解。

纵向离散系数的周期平均值为

D L =
1
T∫

T

0
-

1
h�Ca /�x 1
∫

+ h/ 2

- h/ 2
u1 sin

2πt
T

+ u2 ( c�1 + c�2 ) dx 2dt

( 5. 82)

因 c
�

1 是正弦变化的, 则上式中交叉乘积项 u2 c
�

1 及 u1 sin
2πt
T
·c
�

2 的

周期积分等于零,所以有

D L = -
1

h�Ca/�x 1

1
T∫

T

0∫
+ h / 2

- h / 2
u1c
�

1s in
2πt
T

dx 2 dt +∫
+ h / 2

- h / 2
u2 c
�

2dx 2

= D L 1 + D L
2

( 5. 83)

式中D L 1是波动分量的离散系数周期平均值, D L
2
是定常分量的离

散系数。当然D L 1受 T / T c 值影响,而 DL
2
则不受影响。

以上讨论的是费希尔在文献[ 10]中所介绍的针对断面上流速

为直线分布的分析结果。最近卞振举应用浓度矩法(此法的要点见

下面 5. 7节)求得针对断面上流速为任意线型分布的纵向离散系

数的表达式 [ 51] , 并计算了对数流速分布情况下, 不同无量纲回荡

周期 T / T c 时, 往复流的离散系数随时间的变化过程。并发现当
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T / T c≤1时, 在流速方向反转后的一段时间内出现离散系数为负

值的现象,此时污染云团发生收缩, 这个现象得到室内水槽中往复

流离散实验的证实。故实际非定常往复流中离散现象甚为复杂, 仍

有待继续深入研究。

5. 6 平面二维流动中的离散

以上讨论的流动,其速度矢量都是沿 x 1 一个方向,速度的大

小则在 x 2 (垂线)方向上变化。在许多环境问题如港湾、湖泊中的

流动, 常按平面二维流动分析, 速度矢量一般有两个分量, 在本节

表示为 ux 和 uy。因为沿水深( z 方向)这两个分量都可能有变化,

故常用深度的平均值 Vx 和 Vy 计算:

Vx =
1
h∫

h

0
ux dz  Vy =

1
h∫

h

0
uy dz ( 5. 84)

对于紊流有下列关系

ux = ux + u′x = Vx + u�x + u′x ( 5. 85)

uy = uy + u′y = Vy + u�y + u′y ( 5. 86)

c = c + c′= Caz + c�+ c′ ( 5. 87)

式中Ca z表示深度 ( z方向 ) 的平均浓度 , 其他符号的意义和前面

相同。

类似于 5. 1 节中推导一维纵向移流离散方程

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x 1
=

1
A
�
�x 1

A( D L + D t

K

)
�Ca

�x1

的方法,并注意引入下列两个方向的离散模化关系:

〈u
�

x c
�
〉z = - Dx

�Ca z

�x
( 5. 88)

〈u
�

y c
�
〉z = - Dy

�Ca z

�y
( 5. 89)
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式中左边表示由于在深度 ( z 方向)上速度分量分布的不均匀所产

生的离散作用,是一个深度上的平均离散通量。D x 和 D y 分别为纵

向和横向的离散系数。最后可导出平面二维流动的离散方程如

下: ①

�Ca z

�t
+

1
h

Ca z
�h
�t

+ Vx
�Caz

�x
+ Vy
�Ca

�y

=
1
h
�
�x

hK x
�Ca z

�x
+
�
�y

hK y
�Ca z

�y
( 5. 90)

当流动为定常时,
�h
�t

= 0,上式成为

�Ca z

�t
+ Vx
�Ca z

�x
+ Vy
�Ca z

�y

=
1
h
�
�x

hK x
�Caz

�x
+
�
�y

hK y
�Ca z

�y
( 5. 91)

式中 h 为深度;

纵向混合系数

K x = -
〈u�x c�〉z +〈u′x c′〉z
�Ca z /�x

≈ D x +〈D t x〉z ( 5. 92)

横向混合系数

K y = -
〈u�y c�〉z +〈u′y c′〉z
�Ca z /�y

≈ Dy +〈D t y〉z ( 5. 93)

式中符号〈⋯〉z 表示 z 方向(深度上)的平均。显然混合系数 K x 和

K y 是包括了许多影响因素的经验系数,一般需要由实测资料研究

确定。

5. 7 浓 度 矩 法

前面各节分析流体中含有物质的扩散输移过程是用含有物质
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浓度在时间和空间上的分布来描述的, 通过解移流扩散方程直接

求得浓度分布函数,主要是采用了泰勒的简化假定。阿里斯( A ris,

R . ) ( 1956)提出了另外一个方法, 可称为浓度矩法
[ 18 ]

,这个方法研

究浓度分布函数的数字特征来描述扩散输移过程。阿里斯首先用

这个方法分析圆管中的离散问题, 后来有人应用来解决其他问题

而得到一定的发展。下面对这个方法的要点作一简要介绍。

首先定义浓度分布函数 c的 p 阶浓度矩 cp 为

cp =∫
∞

- ∞
ξ

p
cdξ ( 5. 94)

cp 也就是浓度分布对 ξ的 p 阶原点矩。各阶统计矩的物理意义及

有关的数字特征如数学期望、方差等已在第二章 2. 5节中介绍过,

在第四章 4. 8 节也已提过浓度分布的各阶矩,这里不再重复。

然后按问题性质, 从相应的 (三维、一维⋯) 移流扩散方程出

发,对方程中的每项进行积分∫
∞

- ∞
ξp (  ) dξ处理, 即取其 p 阶矩来

建立浓度矩方程,结合边界条件求解。一般只要得出几个阶的浓度

矩即可分析浓度分布的特征。

现举平行平板间的层流中离散为例说明如下。以断面平均流

速移动的坐标系的扩散方程为

�c
�t

+ u�
�c
�ξ

= D m
�

2
c
�x

2
1

+
�

2
c
�x

2
2

( 5. 95)

逐项取∫
∞

- ∞
ξp (  ) dξ, 并设流道无限长,当 ξ= ±∞时 c= 0,

�c
�ξ

= 0,

运算得:

∫
∞

- ∞
ξp
�c
�t

dξ=
�
�t∫
∞

- ∞
ξp cdξ=

�
�t

cp

∫
∞

- ∞
ξ

p
u
��c
�ξ

dξ= u
�∫
∞

- ∞
ξ

p �c
�ξ

dξ= u
�∫
∞

- ∞

�(ξp c)
�ξ

- cpξ
p - 1

dξ

= u
�
ξ

p
c
∞

- ∞
 - u
�
p∫
∞

- ∞
ξ

p - 1
cdξ= - u

�
p cp - 1
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∫
∞

- ∞
ξp Dm
�2c
�x 2

1
dξ= D m∫

∞

- ∞
ξp
�2 c
�ξ2

dξ

= D m∫
∞

- ∞

�
�ξ
ξp
�c
�ξ

- pξp - 1 �c
�ξ

dξ

= D mξ
p�c
�ξ

∞

- ∞
- D mp∫

∞

- ∞

�
�ξ
ξp - 1c - c( p - 1)ξp- 2 dξ

= 0 - 0 + D mp ( p - 1)∫
∞

- ∞
ξp - 2 cdξ= D mp ( p - 1) cp- 2

∫
∞

- ∞
ξp Dm
�2c
�x 2

2
dξ=
�
�x 2
∫
∞

- ∞
ξp D m
�c
�x2

dξ

=
�
�x 2

D m
�
�x2
∫
∞

- ∞
ξp cdξ

=
�
�x 2

D m
�cp

�x2

代入式( 5. 95)成为

�
�t

cp - u�p cp - 1 = Dm p ( p - 1) cp - 2 +
�
�x2

Dm
�cp

�x 2
( 5. 96)

边界条件是:当 x 2 = 0和 x 2 = h 时 D m
�c
�x 2

= 0, 即在平板面没有垂

向扩散,则

D m
�cp

�x 2
= Dm
�
�x 2
∫
∞

- ∞
ξ

p
cdξ= D m∫

∞

- ∞
ξ

p �c
�x2

dξ

=∫
∞

- ∞
ξp D m
�c
�x 2

dξ= 0

〈
�
�x 2

D m
�cp

�x 2
〉= 0

对式( 5. 96)取断面平均值后得

d
dt
〈cp〉- p〈u�cp - 1〉= p ( p - 1)〈D m cp - 2〉 ( 5. 97)

式 ( 5. 96)和( 5. 97)就是浓度矩方程。通过取 p = 0, 1, 2 列出方程

即可求得 t→∞时的解。结果如下:
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方  程 t→∞时的推论

d
dt
〈c0 k〉= 0 〈c0 !〉= cons t 含有物总质量守恒。

�
�t

c0 B=
�
�x 2

D m
�c0

�x 2
c0 �→〈c0〉断面上浓度均匀分布。

d
dt
〈c1 k〉=〈u

�
c

0
〉 〈c1 !〉→ cons t

�
�t

c1 B- u�c0=
�
�x 2

D m
�c1

�x 2

此方程类似于方程 ( 5 �. 75) , - c0 相应于

�C a /�x 1。

d
dt
〈c2 k〉= 2〈u

�
c1〉+ 2Dm〈c0〉

相应于
dσ2 %

dt
= 2D L+ 2D m, 分子扩散与剪切离

散可叠加。〈c2〉随时间线性增加。

解浓度矩方程从原则上说,可以取 p = 0, 1, 2, 3⋯⋯以至 p 的

任何值,浓度分布可以求解至任何精确度。所以这个方法比泰勒的

分析在这点上更具普遍性。但实际上只取至二阶矩已足够确定浓

度分布的特性。

5. 8 天然河流中的离散

天然河流中污染物质的离散是实际工作中常常遇到的问题,

由于天然河流的流动受自然条件影响较大,问题较复杂, 限于篇幅

这里不可能详细讨论,只作简要介绍以作为本章的结尾。

一、河流中混合的几个阶段

污水泄入河流后,与河水的混合一般分为三个阶段。第一阶段

在离开排口后以射流的方式和周围水体掺混而扩散。当射流的动

量或浮力作用逐渐消失以后,进入第二阶段, 如尚未扩展至河流的

全断面,则将随河水运动, 并由于紊动而继续横向扩散。当扩展至
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全河宽,并且全断面完全混合时进入第三阶段, 以后沿纵向继续随

流离散,可称为离散段。以前可称为初始段。

第一阶段称为近区,其扩散混合过程一般是三维问题, 将在第

六章讨论。第二、第三阶段为远区。第二阶段严格说来也是三维问

题,但在天然河流, 水深常远小于河宽,垂向扩散会很快完成, 主要

是横向扩散, 因此常在垂向取平均值而按纵向、横向二维问题处

理。在第三阶段则按一维纵向离散分析。

所谓达到全断面混合的含义尚无统一的规定, 有以瞬时污染

源的离散云团的方差达到线性增长或者浓度变化服从于离散系数

为常数的一维纵向离散方程作为进入离散段的标志的。离散段的

起始断面至排污口的距离目前尚难以求得解析解。实用上有许多

近似的确定方法。对远区的分析有将泄流看作一个污染源来处理

的。费希尔( Fischer, H . B. )按有限边界的均匀流中污染源扩散的

计算方法, 并以岸边最小浓度与断面最大浓度之差在 5%以内为

达到完全混合的标准, 提出估算顺直河流中达到全断面完全混合

的距离的关系式 [ 10 ]如下:

对于在河流中心排污

L = 0. 1VW2 / D t t ( 5. 98)

对于在河岸排污

L = 0. 4VW2 / D t t ( 5. 99)

式中 L 为达到完全混合的断面至排污源的距离, V 为河流的平均

流速, W 为河宽, D t t为横向紊动扩散系数。

二、河流的紊动扩散系数

从以上的讨论可见,河流中污染物质的扩散输移分析需要知

道各个方向的紊动扩散系数值。分别讨论如下。

1. 垂向扩散系数

垂向扩散系数的研究主要是 5. 3 节中介绍的二维明槽流中的
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扩散,采用雷诺比拟及对数流速分布得到的垂向扩散系数表达式

D t v = D t 2 = hv* κ( 1 - η)η ( 5. 100)

式中η=
x 2

h
=

z
h
。对水深平均并取 κ= 0. 4, 得出下面有用的结果:

D t v = 0. 067hv* ( 5. 101)

对垂向掺混来说,经试验证明雷诺比拟还是可用的。我国河海大学

环境水利研究所根据国内一些天然河流的研究说明,对于内陆河

川式( 5. 101)是适用的;对于潮汐河流则涨潮与退潮的垂向扩散系

数有差别,对此进行了有意义的探索 [ 4 0]。

2. 横向扩散系数

天然河流的纵横剖面变化较大,且常很不规则, 岸边还会有各

种建筑物的影响,这些都使得流动在横向分布不均匀, 引起横向的

扩散。河宽一般又远大于水深, 横向扩散不会像垂向扩散那样很快

完成,因此就更为重要。由于影响因素复杂, 目前还不可能和垂向

扩散一样通过流速分布来建立横向扩散系数的关系式, 而只能按

实验和观测资料来确定这个系数值的范围。

设仍用垂向扩散系数表达式的形式来表示横向扩散系数,即

D t t = αt hv* ( 5. 102)

αt为无量纲系数。对于顺直的明槽, 费希尔收集 70多个实验资料

发现, 除灌溉渠道 αt值为 0. 24- 0. 25外, 几乎所有情况其值都在

0. 1- 0. 2的范围
[ 10]

, 因而提出取用其平均值的估算式:

D t t ≈ 0. 15hv* ( 5. 103)

对于弯曲和各种不规则性的河流,虽然也有一些研究工作, 但尚不

很充分, 按已有资料可以看到天然河流的不规则性使横向扩散系

数增大, αt 值多大于 0. 4。如河流弯曲较缓, 边岸的不规则程度属

中等,αt值一般在 0. 4- 0. 8的范围。实用上费希尔建议可采用

αt = D t t/ hv* = 0. 6± 50% ( 5. 104)

  3. 纵向扩散系数

·771·



从性质上说, 紊动引起的纵向扩散和横向扩散都不受边界的

制约,因而可预计纵向扩散系数和横向扩散系数会有相同的量级。

由于纵向扩散和纵向离散的作用常混在一起, 从实验量出的资料

很难把它们分开,所以难以取得纵向扩散系数的值。但因为纵向离

散的作用远大于纵向扩散的作用, 例如在二维明槽得出纵向离散

系数为 DL = 5. 86hv* , 纵向扩散系数 D t l , 即使采用式 ( 5. 103) D t t

的值也只有 0. 15hv* , 比 DL 值约小 40 倍, 实用上一般都可以忽

略。所以有关纵向扩散系数的研究也就不那么重要了。

三、河流的纵向离散系数

河流中达到全断面完全混合,即进入离散段以后, 断面的平均

浓度 Ca 沿纵向变化的计算常用一维纵向移流离散方程

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x1
=

1
A
�
�x 1

A ( D L + D t l )
�Ca

�x 1
( 5. 12)

对于顺直河道沿程断面近似不变的情况, 并忽略纵向扩散系数

D t l , 上式成为

�Ca

�t
+ V
�Ca

�x
= D L
�

2
Ca

�x
2 ( 5. 105)

为了省略,以下将断面平均浓度 Ca 的脚标略去, 并按一般习惯写

x 1 = x (纵向) , x 2 = z (垂向) , x 3 = y (横向)。这样问题主要在于纵向

离散系数 DL 的确定。天然河流的断面形状、平面形态、纵向坡度

和粗糙情况等都是变化的,甚至变化相当剧烈, 因而流速分布在各

方向都不均匀, 离散作用较大,其纵向离散系数 DL 值远大于二维

明槽流的情况。根据文献[ 10]中介绍国外的一些天然河流的离散

系数 DL 值其变化范围很大, DL / hv* 的比值最小为 8. 6, 而最大竟

达 7500。所以如何确定 DL 值成为一个重要而又较复杂的问题。目

前有下列几种确定 D L 值的方法。

1. 用断面流速分布资料推算
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对于二维明槽流动。爱尔德已得出用垂线上的纵向流速分布

来计算 D L 的关系式( 5. 47)。对于天然河流, 费希尔首先指出纵向

离散主要是由于纵向流速在横向不均匀分布所造成,垂向分布的

影响可以忽略不计。他将爱尔德的方法推广, 按相同的方法分析推

演,得出用单宽流量在横向分布来计算 DL 的积分表达式:

DL = -
1
A∫

W

0
q
�
( y )∫

y

0

1
D t t h( y )∫

y

0
q
�
( y) dy dydy ( 5. 106)

式中 A 为横断面面积, W 为河宽, D t t为横向扩散系数, h ( y )为当

地局部水深, q
�( y)为相对于平均单宽流量的横向坐标为 y 处的单

宽流量的偏离值。有了断面上单宽流量在横向分布的资料便可计

算 DL 值。但严格说来式( 5. 106)只适用于断面沿程不变的流动,

应用于顺直的河道只是近似的。对于沿程断面变化很大, 平面上又

是弯曲的非顺直河流则需要修正。

2. 用经验公式估算

当缺乏流速分布资料,作为粗略估算可用经验公式。这类公式

不少,现举几个如下。

费希尔于 1975年提出的公式

D L = 0. 011
V2 W 2

hv*
( 5. 107)

据称和实测资料相差不超过 4倍, 实测资料的准确性也会有 2 倍

之差,因此相差能控制在 4倍之内就算不错了。

Liu , H .于 1977 年提出下式

DL = β
V

2
W

3

v* A
   β= 0. 18

v*
V

1. 5

( 5. 108)

其后于 1980年他又提出

D L = γ
v* A

h3 ( 5. 109)

式中γ为无量纲系数,一般可取 0. 6或 0. 5。

McQuivery 和 Keefer 于 1974 年提出一个简单的公式
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DL = 0. 058
Q

SW
( 5. 110)

式中 Q 为流量, S 为能坡。

河流的水力条件变化很大,对于不同条件的河流, 各种经验公

式的适用性可能不同,使用时应当谨慎, 其结果只能作为一种粗略

的估计。我们曾用这些经验公式计算四川沱江内江段的离散系数,

并和实测资料比较,发现( 5. 107)和( 5. 110)两式较好, 相对来说这

两个公式适用于像沱江那样的同类河流。沱江中段平面上蜿蜒曲

折,纵剖面滩沱交错, 是在低山丘陵地带流过的一条中等河流。

3. 用现场浓度观测资料计算

要较准确地确定特定河流的纵向离散系数, 可以在现场进行

示踪试验。一般在指定地点瞬时集中投放示踪剂(如罗丹明) , 在下

游达到完全混合的离散段内选定量测断面, 采样量测浓度的过程

线,根据浓度过程线计算纵向离散系数值。量测与计算方法一般有

下列几种。

( 1) 单测站方差计算  此法只在离散段设置一个量测断

面、将瞬时投放的示踪源近似看作平面源, 在离散段的浓度变化可

由一维纵向离散方程( 5. 105)的瞬时平面源的解表示, 即

C( x , t) =
M

4πDL t
exp -

( x - Vt)
2

4DL t
( 5. 111)

由此可推求测站断面浓度过程线的方差为

σ
2
t =

2D Lx 0

V
3 ( 5. 112)

式中 x 0 为测站的源点距,故 DL 值可由下式计算

D L =
σ2t V3

2x 0
( 5. 113)

此法较简便,但存在初始段的影响, 误差较大。

( 2) 两测站方差计算  在离散段设置上下游两个量测断
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面,距投放断面距离分别为 x 1 , x 2。进行浓度时间过程线的测量。

设其方差分别为σ
2
t ©¦x

1
,σ

2
t ©¦x

2
。可以证明

DL =
V3

2
dσ2t
dx

( 5. 114)

或 DL =
1
2

V
2

t 2 - t 1
[σ

2
t ©¦x

2
- σ

2
t ©¦x

1
] ( 5. 115)

此法用两断面上的方差值之差计算,因而初始段的影响抵消了。但

因低浓度的量测不易准确,对方差有较大影响, 故所得结果仍会有

较大的误差。

( 3) 演算法  此法是费希尔提出的, 其基础是一维纵向离

散方程的积分解。也要用两个断面的浓度过程线资料。计算时先

估计一个 D L 值,并以上游断面测得的浓度过程线 C( x 1 ,τ)作为初

始条件,即设想为一连续集中源, 按下式推求下游断面的浓度时间

过程线 C( x 2 , t) :

C( x 2 , t) =∫
∞

- ∞

C( x 1 ,τ)

4πDL ( t2 - t 1 )
 

× exp -
[ x 2 - x 1 - V( t - τ) ]

2

4DL ( t 2 - t 1 )
Vdτ ( 5. 116)

将算得的 C( x 2 , t)和实测的下游断面浓度过程线比较, 如两者误

差较大,则修改 D L 值,直到两者符合很好时, 此 DL 值即为两断面

之间的河段的平均离散系数值。演算法去除了采用方差计算产生

的误差,但在假定上也还有些问题, 方法也不是很严密的。

对离散系数确定方法的详细讨论可参考文献[ 41]。

采用现场实测资料来确定 D L 值自然是最可靠的方法, 但进

行一次现场观测所耗费的人力和物力是巨大的, 因而不是一般情

况所能做到的。

天然河流的纵向离散系数实测的数值变化范围很大, 已见前

述,其原因是由于河道本身存在各种不规则性质, 包括天然的状态
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如弯道、沙洲、滩沱起伏, 也有人工设施的影响如丁坝、护岸、桥墩

等等。要把这些不规则性对离散的影响都研究清楚是难以做到的。

目前在两个问题上有过一些研究。

( 1) 弯道的影响  弯道中水流断面上的流速分布和均匀直

段不同, 一般是近凹岸流速大, 而凸岸边则流速小, 流速分布的不

均匀性大于直段河渠,因而使离散系数值增大。虽然弯道的作用也

会增加横向混合的速率,使浓度分布不均匀性减小些, 从而多少减

小离散系数值,但毕竟流速的不均匀影响是主要的。

天然河道的弯道方向大都是交替变化的, 流速的最大值从河

流一侧转到另一侧,定常状态的浓度分布也相应发生交替的变化。

但如相邻两个弯道很靠近时, 就没有足够的时间来调整浓度分布

以形成适应于流速分布的定常状态。在这种情况下, 浓度分布的变

化就较小,而纵向离散系数也将较小。费希尔通过研究认为弯道是

否足够长,取决于在横断面上扩散时间与水流流过弯道所需时间

之比,提出一个判别数 γ为
[ 10]

γ=
W2

D t t

L
V

( 5. 117)

式中 L 为弯道长度。如γ< 25, L 较长,浓度分布可建立定常状态,

用式( 5. 106)来求纵向离散系数是合适的。反之, 如 γ> 25, L 较

短,则建立不起浓度的定常分布了。

( 2) 次流滞留区的影响  天然河流中常常有各种次流区

(死水区)。如河床上由于起伏不平, 在突起物的下游就在主流的下

面出现漩涡区(图 5. 7a)。在平面上由于河岸的凹凸、丁坝等建筑

物影响也会发生大大小小的回流区(图 5. 7b)。当河道的主流挟带

污染物质流过次流区时, 主流与次流区分界面上紊动掺混的作用

使污染物质进入次流区,暂时滞留下来。等到主流中的污染物质大

部随流下移以后,在次流区内滞留的污染物质又逐渐放出, 加入到

主流中。这些次流区对污染物质的滞留作用常使混合的初始段的
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长度增加,同时也对离散系数的值有较大的影响。

图 5. 7 次流滞留区的影响

次流区对离散的影响国外也有过一些研究, 如范伦梯恩

( V alentine, E . M. 1977) 做过在槽底用板条形成次流区的试

验
[ 42 ]

,何里( H olley, E. R . 1978)等用浓度矩法进行分析等
[ 43 ]
。但

和实际应用尚有相当距离。

四、感潮河段的离散

河流下游在入海前的河段因受潮汐作用, 其流动为有周期性

回荡的非定常流, 水流中污染物质的浓度分布也将随时间和空间

而变化。这种问题的性质在 5. 5节中已有论述, 但该节只针对一种

较简单的情况。在实际潮汐河段中,河流的边界条件、来流情况和

潮汐的性质等都复杂得多,从理论上作较严格的分析目前尚难做

到,在实际工作中, 最常用的还是一维分析方法。用一维方法分析

感潮河段的离散的数学模型有随潮变化和潮周平均两种。

1. 随潮变化

随潮变化的一维离散方程为

�
�t

( AC) +
�
�x

( VAC) =
�
�x

K tA
�C
�x

+ (源、汇项)

( 5. 118)
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式中 V、C 分别为断面平均流速和断面平均浓度, 都是随潮汐变化

的量, K t 表示与潮汐变量相应的混合系数。对流动的分析也要用

一维非定常流的方程组,以水位 z 和流速 V为变量的形式为

连续方程 B
�z
�t

+
�
�x

( VA) = 0 ( 5. 119)

动量方程
�V
�t

+ V
�V
�x

+ g
�z
�x

+ kV©¦V©¦= 0 ( 5. 120)

式中 B 为水面宽, k 为河流阻力系数。采用这个模型的问题主要在

于随潮变化的离散系数或混合系数很难确定。

2. 潮周平均

潮周平均的一维离散方程为

A�
�C
�

�t
+ Q
�C
�

�x
=
�
�x

K A
�C
�

�x
+ (源、汇项) ( 5. 121)

式中各变量的顶标～表示一个潮周内的平均值, 偏导数
�
�t
是指每

个潮周的变化, K�表示在潮周内所有混合过程结果的系数。这个

模型比前一个要简单得多,但将移流扩散方程在整个断面上和整

个周期中加以平均化,这样的推导过程是要作一些假设的。实际上

式( 5. 121)可看作是一个半经验的模型, 需要用实际资料来验证和

确定其混合系数 K
�。

在实际工作中有时更简单地用稳态模型计算, 即设离散系数

不随时间变化, 跨潮周作大平均,流动参量也是定常的,只有距离

上的变化。这样处理自然有相当误差, 可以认为在潮汐加速度小时

才可以作这种近似,这需要经过一定的分析, 而且要选用合适的等

效离散系数,也不是简单容易确定的 [ 4 4, 5 1]。

一维分析法虽然较为简单实用, 对于一些分叉河网也便于作

结点法分析, 但必然受到一定的限制, 如河道出口段很宽, 盐水的

入侵出现显著的分层等就需要很好考虑。不过尽管使用计算机, 二

维和三维的分析也仍然有许多实际上的困难。在河口如果还有风
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力作用等则问题更复杂,河口的离散、混合问题的研究目前相当活

跃,但其成熟程度比内河更差些, 读者可参考有关文献[ 10]。

图 5. 8 例题 5. 1 附图

例题 5. 1 某河段上实测过流断面的几何形状如附图所示。

根据实测资料把断面分为 4 块, 已知每块的宽度 Δy、面积 ΔA 和

平均流速 u 如附表所列。横向扩散系数 D t t = 0. 0124m
2
/ s。试求纵

向离散系数 D L 值。

块  号 1 *2 h3 �4 �

Δy ( m) 2 �. 1 3 ?. 0 3 }. 1 2 �. 0

ΔA ( m 2 �) 1 �. 18 3 +. 93 6 i. 18 1 �. 10

u( m/ s) 0 �. 032 0 �. 301 0 T. 350 0 �. 020

[解]  \断面过流情况

面积 A = ΣΔA = 12. 39m
2

流量 Q= ΣΔA·u= 3. 406m
3
/ s

断面平均流速 V= Q/ A= 0. 275m/ s

  纵向离散系数计算公式( 5. 106)

D L = -
1
A∫

W

0
q
�
( y)∫

y

0

1
D t th ( y)∫

y

0
q
�
( y ) dydydy

  式中 \q�( y ) = u�( y ) h( y)

u�( y) = u( y ) - V= u( y ) - 0. 275

h ( y) = ΔA /Δy
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分 4 块列表按差分近似计算 D L 式中的三重积分值如下表

块 号
项 目  

1 h2 �3 �4 6

Δy ( m)

h( m )

u�( m / s )

q
�( m 2 G/ s )

ΔQ( m 3/ s )

2 ?. 1

0. 562

- 0. 243

- 0. 137

- 0. 287

3 �. 0

1. 310

0. 026

0. 034

0. 102

3 s. 1

1. 994

0. 075

0. 150

0. 465

2 �. 0

0. 550

- 0. 255

- 0. 140

- 0. 280

y( m) 0 ?2 ^. 1 5 �. 1 8 �. 2 10 K. 2

∫
y

0 �
q
�
dy ( m 3 / s ) 0 ?- 0 ^. 287 - 0 �. 185 0 �. 280 0 _

∫
y
i
+ Δy

yi

1 �
D tth∫

y

0
q�dy dy ( m) - 43 h. 24 - 43 �. 59 5 _. 96 41 �. 06

∫
y

0 �

1
D tth∫

y

0
q
�
dydy ( m) 0 ?- 43 �. 24 - 86 �. 83 - 80 �. 87 - 39 _. 81

∫
yi+ Δy

y
i

q
�∫

y

0 �

1
D tth∫

y

0
q
�
dydy dy( m 4/ s ) 6 +. 22 - 6 �. 63 - 38 �. 99 16 �. 90

∫
y

0 �
q
�∫

y

0

1
D tth∫

y

0
q
�
dydydy( m 4/ s ) 0 ?6 J. 22 - 0 �. 41 - 39 �. 40 - 22 _. 50

由上表得出对全河宽的三重积分值为- 22. 50m
4
/ s。

纵向离散系数

DL = -
( - 22. 50)

A
=

22. 50
12. 39

= 1. 82m 2 / s。
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第六章 射流、浮力羽流和浮射流

6. 1 概  述

  射流是指从各种排泄口喷出流入周围另一流体域内运动的一

股流体。它和管道或明槽中流动不同之处在于:管道流周界全部是

固体,明槽流除水面外大部分周界也是固体, 射流则除附壁射流以

外,大多数类型的射流的全部周界都是流体, 使得射流具有不受固

体边界制约的很大的自由度。这个特点对分析射流运动甚为重要。

许多工程技术领域都有大量射流问题。在环境工程排污、排

热、排气的排放出口后近区流动属于射流性质, 其流场和浓度场的

分析更是需要直接应用射流理论, 故本章将对此作篇幅较多的论

述。

一、射流的类型

从不同的角度考虑可以将射流分为各种类型。

按流动型态可分为层流射流和紊动射流(湍射流)。工程实际

问题中多为紊动射流,是本章讨论的对象。

按射流的物理性质可分为不可压缩射流和可压缩射流;等密

度射流和变密度射流。对于需要用可压缩流理论分析的高速气体

射流不在本书讨论的范围之内。

按射流的断面形状可分为平面(二维)射流, 圆形(轴对称)射

流,矩形(三维)射流等。
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按射流周围环境的条件也可进行分类如下。

从环境固体边界的情况划分:在无限空间的流体内运动的称

为自由射流;在有限空间的流体内运动的为非自由射流或有限空

间射流,其中如有一边贴附固体边界的称为附壁射流, 水射流沿水

面射出的称为表面射流。

从周围流体的性质划分:射入同种性质流体之内的称为淹没

射流,射入不同性质流体之内的则为非淹没射流(如大气中的水射

流)。

影响射流运动的环境条件,除了上述有限空间射流的固体边

界几何条件以外,更要受周围流体状态的影响, 即周围流体是静止

的还是流动的, 其流动方向是平行于射流的还是和射流有一定交

角的横流,流动的紊动强度以及流体密度的变化有无分层等等。

最后,按射流的原动力还可以分为动量射流、浮力羽流和浮射

流三类。动量射流以出流的动量为原动力, 对以后的运动这个动量

的作用仍是主要的。一般等密度的射流属于这种类型, 也称为纯射

流。浮力羽流则是以浮力为原动力,如热源上产生的烟气。因这种

流动的形状和羽毛相似而得此名称。浮射流的原动力包括出流动

量和浮力两方面, 如火电站或核电站的冷却水排入河流或湖池中

的热水射流,污水排入密度较大的河口、港湾等海水中的污水射流

等都是浮射流的例子。

下面将从不可压缩的等密度淹没自由紊动射流在静止流体中

的运动作为基本情况开始分析, 然后扩大到复杂的类型和环境条

件。

二、紊动射流的特性

1. 紊动射流的形成,卷吸与混合作用

设流体从一条很长的窄缝流出,射入无限空间的静止流体中,

形成二维平面射流,其过程可描述如下。流体射入静止环境中时,
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与周围静止流体之间存在速度不连续的间断面, 间断面一般受到

不可避免的干扰,失去稳定而产生涡旋, 涡旋卷吸周围流体进入射

流,同时不断移动、变形、分裂产生紊动, 其影响逐渐向内外两侧发

展,形成内外两个自由紊动的混合层。由于动量的横向传递, 卷吸

进入的流体取得动量而随同原来射出的流体向前流动,原来的 流

体失去动量而降低速度,在混合层中形成一定的流速梯度, 出现剪

图 6. 1 紊动射流的形成

切应力, 故也称剪切层。卷吸与混合作用的结果, 射流断面不断扩

大,流速则不断减低, 流量却沿程增加。

涡旋的发展呈现紊流的间歇现象, 即时而是紊流时而是层流

的现象,在射流边界附近尤为显著。射流边界实际上是一个由紊动

涡体和周围流体交错组成的不规则面(参见图 6. 2空气射流和图

6. 3 水射流的流动显示照片)。有一些实验资料表明, 在 u / um =

0. 1处( um 为轴线流速) ,间歇系数(紊流占总时间的比值)γ= 0. 5。

但一般实际分析中常从统计平均意义上把射流边界看作线性扩展

的界面。

2. 紊动射流的分区结构

紊动射流在形成稳定的流动形态后,整个射流可划分为几个

区段:由喷口边界起向内外扩展的紊动掺混部分为紊流剪切层混

合区;中心部分未受到掺混影响, 保持原来出口流速,称为核心区。

从出口至核心区末端的一段称为射流的起始段, 紊动充分发展以
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图 6. 2 空气射流的流动显示照片

(引自 P a nton 1984) [ 17]

图 6. 3 水射流的流动显示照片

(引自 P a nton, 1984) [ 17]
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后的部分称为射流的主体段。主体段与起始段之间有过渡段。过

渡段较短,在分析中为简化起见常忽略, 只将射流分为起始段和主

体段。各区段的划分见图 6. 4。

图 6. 4 紊动射流的分区

3. 纵向流速分布的相似(自保性)

由实验观测得知,在射流的主体段, 各断面的纵向流速分布有

明显的相似性,也称自保性。图 6. 5( a)为静止流体中平面射流不

同断面上的流速分布实测资料, 随着距离 x 的增加, 轴线流速 um

逐渐减小,流速分布曲线也趋于平坦。如改用无量纲值表示, 以 u/

um 为纵坐标, y/ b 1
2
为横坐标( u 是坐标为 y 处的流速, b 1

2
是流速等

于 um / 2 处的坐标) , 则主体段所有断面的无量纲流速分布曲线基

本上是相同的,如图 6. 5( b)所示。

实验资料还说明, 在起始段的剪切层混合区内流速分布同样

具有这种相似性, 图 6. 6 即为平面射流起始段混合区中无量纲流

速分布的实验资料, 纵坐标为 u/ u0 , 横坐标为 Δy 1
2
 bm 1

2
(Δy 1

2
=
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图 6. 5 平面射流主体段的流速分布( Fo�rthmann 实验资料)

y 1
2
 - y , bm 1

2
= y 1

2
 - y 0. 9 , y 1

2
 是流速为 u0 / 2 处与 x 轴的距离,

y 0. 9是流速为 0. 9u0 处与 x 轴的距离) , 由图可看出不同断面的点

子均在同一曲线上。

流动环境中的射流也可观测到这种流速分布的相似性。图

6. 7 即为平行流中平面射流主体段的无量纲流速分布曲线, 纵坐

标为
u- um

um - u∞
, 横坐标仍为 y/ b 1

2
, u∞是和射流流速 u0 平行的周围

流体的流速。

对于圆形断面射流也有类似的资料,这里不再列举。
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图 6. 6 平面射流起始段混合区流速分布

( Albert son实验资料 )  

图 6. 7 平行流中平面射流流速分布

( Bra dbur y实验资料 )
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4. 射流边界混合层的线性扩展

令 b表示射流主体段的半厚度 (在起始段相应地为混合层厚

度Δb) , 实验观测得知射流的厚度是线性扩展的(严格说来具有统

计平均意义) , 但主体段的扩展率和起始段略有不同。将主体段的

边界线延长和轴线相交于 O点, O点称为射流源。以 O点为坐标

原点,则

b
x

= cons t ( 6. 1)

这个性质也可以从下面分析得出。

在自由紊动射流的情况下,没有固体边界限制质点的紊动, 按

普朗特的观点,假定在射流横断面上混合长度 l 为常数,同时和混

合层半厚度 b成正比,即

l
b

= β= const ( 6. 2)

  射流随时间的扩展可以认为是比例于横向脉动流速 v′,又按

普朗特混合长度理论 v′∝l
�u
�y

, 故可写

Db
Dt
∝ v′∝ l

�u
�y

( 6. 3)

按射流不同断面流速分布相似的性质,可写

�u
�y
∝

um

b
( 6. 4)

将式( 6. 2)、( 6. 4)代入式( 6. 3)得

Db
Dt
∝ l

um

b
∝ βum ( 6. 5)

另一方面由数学关系
Db
Dt

=
db
dx

dx
dt

, 而
dx
dt
∝um , 则得

Db
Dt
∝ um

db
dx

( 6. 6)

比较式( 6. 5)和式( 6. 6)可见
db
dx

= const , b= x·const。也就是混合
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层及主体段边界都将按线性规律扩展。将这个关系代入式( 6. 2)可

得

l = cx ( 6. 7)

c是常数, 即混合长度也沿流程按线性规律增大。

现回过来看射流流速分布相似的问题,据此相似性, 射流主体

段各断面流速分布应有共同规律:

u
um

= f
y
b

( 6. 8a)

或
u
um

= f 1

y
b 1

2

( 6. 8b)

因 b值难于准确测定,上式是以 u/ um =
1
2
处的半厚度 b1

2
作为特性

长度。当然也可以用其他特性长度作为断面各点位置的比较尺度。

考虑到式( 6. 1) b∝x 的线性关系, 可知

u
um

= f 2
y
x

( 6. 9)

故主体段中无量纲流速 的等值线是通过极点 (射流源 )的一族直

线,如图 6. 8所示。

图 6. 8 自由射流主体段中无量纲流速等值线
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5. 等密度自由射流的动量守恒

等密度自由紊动射流周围环境的压强是静压分布,对于气体

可看作常数。射流内部的压强, 有实测资料说明它和静压分布是略

有差别的, 但差值最大不超过 ρu
2
m 的 5—6% , 一般分析时都可按

静压分布处理,则有沿流向 �p /�x = 0的关系。按动量定律可得到

一个结论:单位时间通过射流各断面的流体的总动量, 即动量通量

是常数。即

∫
m
udm =∫

A
ρu

2
dA = cons t ( 6. 10)

对于变密度自由射流,这个关系就不存在, 将在后面讨论。

6. 自由射流的若干紊动特性

紊动射流是紊动很剧烈的一种流动,上面主要从时均运动的

角度讨论, 为深入研究射流运动的本质, 还需要了解它的紊动特

性。近一、二十年由于热线、热膜及激光等先进测速仪器的被采用,

已取得一些和射流结构有关的紊动资料。虽然还没有很系统的结

论,但从部分资料已可以多少窥见射流的若干紊动性质。

图 6. 9 为环境有伴随平行流动的圆形断面射流沿轴线的流速

图 6. 9 轴对称射流轴线流速的紊动强度(按 Ant onia 试验)

紊动强度 u′2m ( um - u�∞ )的变化资料(图中 m= u∞ / u0 )。由图可

见,射流的脉动流速和时均流速属于相同量级, 足见射流中紊动的
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强烈。同时还可看到在 x / D≈150后紊动强度近似为常数, 表明流

动的真正相似是在距喷口较远处才能达到的。

图 6. 10至图 6. 14 都是平面射流的紊动资料(按 Bradbury 试

验, 1965)。其中图 6. 10为射流断面上横向和垂向脉动流速 v′, w′

分别与纵向脉动流速 u′的强度 (以均方表示 )比值,说明三个方向

脉动流速的强度大小也属于相同量级。

图 6. 10 平面射流各方向脉动流速强度的比值

图 6. 11为射流断面上纵向流速紊动强度的分布, 紊动强度的

最大值不在轴线上,而在距轴线约 0. 7y / b1
2
处。图 6. 12为紊动切

应力的分布,是按时均流速资料推算的。

图 6. 13为平面射流纵向脉动流速均方值的频谱, 横坐标是频

率 n 的无量纲值 Ω= nb 1
2
/ u�, 纵坐标是u

′2

的一维能谱函数 F (Ω)。

资料表明, 对于较高的频率, 即较小的涡旋, 统计平衡区的- 5/ 3

衰减律得到较好的符合。
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图 6. 11 平面射流纵向流速紊动强度分布

图 6. 12 平面射流紊动切应力分布
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图 6. 13 平面射流u′
2
的频谱

图 6. 14是平面射流横断面上的紊动动能的平衡关系曲线。

三、射流问题的分析途径

紊动射流问题的研究,其目的主要在于确定射流轴线的轨迹、

射流扩展的范围和射流中流速的分布,对于变密度、非等温和挟带

有污染物质的射流则还有密度分布、温度分布和挟带物质的浓度

分布。流速分布是个矢量场的确定问题,密度分布、温度分布和浓

度分布则属于标量场的确定问题。

这类问题的分析目前有三种途径:一个是以实验为主采用量

纲分析整理实验资料求得实用的经验关系式的方法。这个方法虽

然偏经验性, 但对于复杂的射流问题, 目前难以用理论计算解决

时,它还是一个重要的途径。在理论分析方面则有两个途径:一个
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图 6. 14 平面射流中紊动能量的平衡关系

是求解射流边界层偏微分方程;另一个是采用动量积分方法将偏

微分方程变为常微分方程来求解。

射流问题能够应用边界层理论的原因是由于射流的纵向尺度

远大于其横向尺度,因此可以这样简化。但要指出, 射流边界层是

由两部分流速不等的流体的交界面发展而来的, 和固体壁面上的

边界层受固体壁面阻滞所产生者不同, 后者的发展受到壁面的限

制,紧靠壁面存在粘性底层;前者则可以自由发展,没有粘性底层,

射流的全部流动区域都为自由紊流(只有附壁射流为例外)。不可

压缩流动的紊流边界层微分方程在 3. 2节中已有介绍, 这里不再

重复。解决问题的关键在于雷诺应力项,亦即紊流模型的确定。过
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去工程上最常用的还是时均流模型,即涡粘性模型或混合长度模

型,近年对于一些较复杂的射流问题, 已有应用 k-ε二方程模型计

算的成功实例。

用动量积分方法求解射流问题是工程上最常用的方法。计算

射流动量通量沿流程的变化要求给出断面上的流速分布, 这就要

先假定沿射流各断面上的流速分布是相似的,即所谓相似性假定。

从紊流结构在流动过程中有可能保持同样的形式, 即从具有自保

性的角度考虑,这个假定是有其合理性的, 且已得到许多实验的证

实。在此基础上可由实验或结合一些理论分析定出断面上流速分

布的模式。此外对射流的边界条件还要作一个假定, 它可以是对射

流的厚度变化作线性扩展的假定;也可以对射流从侧边卷吸周围

流体的流量或流速作出一个卷吸假定。

在下面各节将结合各种问题的分析介绍上述各种方法。

6. 2 等密度自由紊动射流

本节按不可压缩流动的理论讨论等密度自由紊动射流的运

动,而且是射入静止的同种流体中的情况, 这是射流中最简单而又

最基本的情况。由此出发便于理解现象的主要特征和掌握分析问

题的方法。这种基本情况在实际问题中也是存在的。此外, 当射流

中含有各种杂质时,如果含有物的浓度对于射流的密度没有影响

或影响甚微,对流动的作用可以忽略时, 则这种含有物质可看作一

种标志物质 (示踪剂) , 它的浓度分布与射流的速度分布在分析中

可以分开考虑,因此仍可按等密度射流理论进行分析。

一、平面自由紊动射流的动量积分解

从窄长的缝隙或孔口喷出的射流可按平面(二维)问题分析。
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一般当出口雷诺数 Re=
2b0u0

ν
> 30时可认为射流是紊动的。本节

讨论无限空间静止流体中等密度平面二维紊动射流的运动。

1. 主体段的流动

工程问题多着重研究主体段的流动,要求了解射流的扩展范

围,沿程速度的变化和流量的变化。对于含有混合物质的射流, 则

还有含有物浓度的变化。

从自由射流流场静压分布的假定条件, 按动量定律可得沿射

流各断面动量通量守恒的结论,按单位宽度考虑, 这个关系可写成

下式

M =∫
M

udm =∫
+ ∞

- ∞
ρu2 dy = cons t ( 6. 11)

一般出口断面的动量通量是已知的,其单宽值为 2ρu
2
0b0 , u0 是出口

流速, b0 是射流出口断面的半厚度。故应有

∫
+ ∞

- ∞
ρu

2
dy = 2ρu

2
0 b0 ( 6. 12)

  在主体段射流紊动充分发展区域, 各断面的流速分布存在相

似关系,即

u
um

= f
y
b

( 6. 13)

b为射流断面的特性半厚度。由于射流边界的不规则, 这个特性半

厚度常取流速等于轴线最大流速 um 的规定比值(如 1/ 2, 1/ e等)

处的y值为标准 , 如图 6 . 1 5中的be , 该点的流速就等于um / e =

0. 368um。

动量积分的 计算取决于相似分布的函数。根据实验资料和紊

流随机性质的考虑,这个函数多采用高斯正态分布的形式, 即

u = um exp -
y

2

b
2 ( 6. 14)

如取 be 为特性半厚度,则当 y = b时, 正好得 u/ um = e
- 1

=
1
e
。以函
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图 6. 15 平面自由紊动射流

数( 6. 14)计算积分

∫
+ ∞

- ∞
u2 dy = 2∫

∞

0
u2

m ex p2 -
y

2

b
2
e

dy

= 2u
2
m∫
∞

0
exp - 2

be

2

y
2

dy

= 2u
2
m ¡¤
π

2 2
be

=
π
2

u
2
m be ( 6. 15)

代入式( 6. 12)得

π
2

u
2
m be = 2u

2
0 b0 ( 6. 16)

  从实验得知射流厚度基本上是线性扩展的,可设

be = εx ( 6. 17)

代入式( 6. 16) ,求得射流轴线流速的关系式

um

u0
= 2
π

1
ε

1/ 2

2b0

x

1/ 2

( 6. 18)
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可见 um 和源点距 x 的平方根成反比。

由于射流侧边卷吸作用,流量沿程增大, 任一断面的单宽流量

为

Q =∫
∞

- ∞
udy = 2∫

∞

0
um exp -

y
2

b
2
e

dy

= πbeum ( 6. 19)

出口单宽流量 Q0 = 2b0 u0 ( 6. 20)

故流量增大比为
Q
Q0

=
π

2
¡¤

be

b0

um

u0
( 6. 21)

以式( 6. 17)、( 6. 18)代入得

Q
Q0

= ( 2πε)
1/ 2 x

2b0

1/ 2

( 6. 21a)

可见流量是和源点距 x 的平方根成正比的。当射流含有混合物

时, Q/ Q0 就是含有物浓度的平均稀释度。

射流沿轴线的流量增加率为

dQ
dx

= Q0 ( 2πε) 1/ 2 1
2b0

1/ 2
d( x

1/ 2
)

dx

= 2b0u0 ( 2πε)
1/ 2 1

2b0

1 / 2

¡¤
1
2

( x )
- 1 / 2

=
( 2πε)

2

1 / 2

2b0

x

1/ 2

u0

以式( 6. 18)代入整理得

dQ
dx

=
πε

2
um ( 6. 22)

  按连续原理,流量沿程的增量 dQ 应等于射流从侧边在 dx 距

离上卷入的流量, 设正交于轴线方向卷吸流速的绝对值以 v e 表

示,则从两侧卷入的流量为 2v edx ,即

dQ = 2vedx ( 6. 23)
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比较式( 6. 22)和式( 6. 23)得 2v e=
πε

2 um , 可见 v e 与 um 成正比,

即

v e = αum ( 6. 24)

系数α称为卷吸系数。则在平面射流

α=
πε

4
( 6. 25)

  采用阿尔伯逊 ( A lberson , M . L . ) 等的实验资料
[ 1 9]

, ε=

0. 154, 则得:

 射流卷吸系数   α= 0. 069

 射流半厚度 be = 0. 154x ( 6. 17a)

 射流轴线流速
um

u 0
= 2. 28

2b0

x

1/ 2

( 6. 18a)

 流量比(平均稀释度)   
Q
Q0

= 0. 62
x

2b0

1/ 2

( 6. 21b)

  主体段的这些关系式严格说来应该是在紊动充分发展的相似

性区域内才正确, 而在什么范围才达到严格的流动相似则还没有

一致的结论。一般实用上忽略过渡区, 认为在势流核心结束后即可

用主体段的关系式计算。这样,起始段的长度 L 0 就可由式( 6. 18a)

令 um = u0 解出 x 值求得:

  起始段长度 L 0 = 5. 2( 2b0 ) ( 6. 26)

  上述各式中断面距离 x 值应从射流源点起算,但实用上常从

出口起算,忽略由此引起的误差。

上面是射流断面上流速分布采用高斯分布的结果。如果采用

其他分布就会得出稍有不同的关系式。举另一个较常用的例子如

下。

阿勃拉摩维奇(Абрэмович.г. н. )
[ 20]
建议断面流速分布可用指

数型的近似关系:
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u
um

= 1 -
y
b

3/ 2 2

( 6. 27)

得出的轴线流速为

um

u0
=

1. 2

a s
b0

+ 0. 41

( 6. 28)

式中 s 是从出口起算的距离; a 是反映紊动性质的系数, a = 0. 09

～0. 12; b是到射流边界的半厚度。式( 6. 28)中分母的第二项是考

虑了从出口至源点距离的影响。

不同研究者分析方法和依据的实验资料不同, 得出结果会略

有差异。对轴线流速的表达式可概括为

um

u0
=

C1

s
b0

+ C2

( 6. 29)

C1 = 3. 12～ 3. 78, C2 = 0～ 2. 4, 拉贾拉南 ( Rajarat nam, N . ) 建

议
[ 21 ]

,实用上可取 C1 = 3. 5, C2 = 0。则

um

u0
=

3. 5

s/ b0

( 6. 30)

  2. 起始段的流动

起始段包括势流核心区和边界层混合区两部分。主要是确定

混合区的内、外边界及其流速分布问题。

对于出口流速均匀分布的自由紊动平面射流,实验得出:混合

区内边界扩展角 a 1≈5°, 外边界扩展角 α2≈10°。

混合区的流速分布也具有相似性,如采用高斯分布, 则为

u = u0 exp -
y - bc

bm

2

( 6. 31)

式中 bc 为势流核心区的半厚度, bm 为混合区的厚度。阿勃拉摩维

奇书中有较详细的分析。近年也有新的研究工作,这里不再详述。
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3. 射流中标志物质的浓度分布

射流中含有标志物质的浓度分布和流速分布互不影响, 可以

分开而独立分析。射流断面上标志物质的浓度分布在混合层和主

体段也存在相似性。有人从理论和实验得到,在 u= 0和 c= 0 的流

体中,射流的浓度分布和速度分布有下列关系
[ 3 ]

:

c
cm

=
u
um

1 / 2

( 6. 32)

cm 为射流轴线上的浓度。这样, 无量纲浓度分布曲线比无量纲速

度分布曲线要平坦些(图 6. 16)。

图 6. 16 流速分布与浓度分布

实验资料说明浓度分布也可采用高斯分布,在主体段可写

c = cm exp -
y
λbc

2

( 6. 33)

在起始段混合层为

c = c0exp -
( y - bc) 2

(λbm )
2 ( 6. 34)

式中λ为大于 1的系数,实验求得 λ= 1. 41。
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对标志物质应用物质守恒定律, 射流任意断面标志物质的通

量应等于出口断面的相应值,按单宽考虑, 在主体段

∫
+ ∞

- ∞
cudy = c0u0 ¡¤2b0 ( 6. 35)

c0 为出口断面的浓度。将式( 6. 33)及式( 6. 14)代入上式求积分

∫
∞

- ∞
cudy = 2∫

∞

0
cm exp -

y
2

(λbe)
2 ¡¤um exp -

y
2

b
2
e

dy

=
πλ

2

1 + λ
2 cm um be ( 6. 36)

并考虑 be= εx ,代入式( 6. 35)最后得

cm

c0
=

1 + λ
2

λ
2
ε

1

2π

1/ 2
2b0

x

1/ 2

( 6. 37)

以λ= 1. 41, ε= 0. 154 代入得

cm

c0
= 1. 97

2b0

x

1 / 2

( 6. 37a)

二、平面自由紊动射流的微分方程解

射流的理论分析由于其纵向尺度远大于横向尺度, 即 xm b,

可以应用边界层理论来简化问题。对于等密度定常二维淹没紊动

射流,忽略粘性切应力后, 基本微分方程为

u
�u
�x

+ v
�u
�y

= -
1
ρ
�p
�x

+
�
�y

( - u′v′) ( 6. 38)

�u
�x

+
�v
�y

= 0 ( 6. 39)

  解这个微分方程组时, 从本世纪三十年代开始各家学者曾采用

各种不同的紊流模型求得不少成果, 大都针对自由紊动射流
�p�

�x
= 0

的情况。1926 年图尔曼( T ollmein, W . )最早采用普朗特在 1926

年提出的混合长度理论求解。其后主要有格特勒( Go�r tler , H . )采
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用普朗特 1942年提出的对自由紊流切应力新的关系式;阿勃拉摩

维奇采用了泰勒的涡量传递理论等等。近年更有人采用时均流模

型以外的紊流模型。解出的结果都得到实验的验证。下面介绍较

为简单的格特勒的方法 [ 3] , 并在书写公式中略去顶标时均符号。

普朗特在 1942年对自由紊流建议用新的紊流切应力关系式:

τt = - ρu′v′= ρνt
�u
�y

( 6. 40)

νt = κb( um - u c) ( 6. 41)

式中 νt 为涡粘性系数; um、u c 分别为断面上的最大流速和最小流

速,κ为经验常数。上式表明νt 值随射流半厚度 b和最大流速差而

变,在同一断面上 νt 值不变。

对于在静止流体中的紊动射流, 式 ( 6. 41) 中 u c = 0, 则 νt =

κbum , um 为轴线流速。将此νt 值代入式( 6. 40) , 再由式( 6. 38)考虑

到
�p
�x

= 0, 得

u
�u
�x

+ v
�u
�y

= κbum
�2u
�y 2 ( 6. 42)

取某一特征断面, x 坐标为 s, 射流半厚度为 bs ,轴线流速为 um s。按

动量通量守恒条件得到的 um∝
1

x
和 b∝x 的关系, 对于距离为

x 的任意断面, 其轴线流速和射流半厚度可写为

um = um s
x
s

- 1 / 2

  b = bs
x
s

从而 νt = νt
s

x
s

1/ 2

  其中 νt
s

= κbsum
s

引入新变量η= σ
y
x

, σ为未定常数,并引入流函数 ψ:

ψ= σ
- 1

um
s
s

1 / 2
x

1 / 2
F (η)

则有 u = um
s

x
s

- 1/ 2

F′
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v = σ
- 1

um
s
s

1/ 2
x

- 1/ 2
ηF′-

1
2

F

将上面各式代入式( 6. 42) ,得到求 F (η)的微分方程:

1
2

F ′
2

+
1
2

F F″+
νt

s

um
s
s
σ2 F�= 0 ( 6. 43)

其边界条件为: 当η= 0时, F = 0及 F′= 1

当η= ∞ 时, F′= 0

因νt
s
包含自由常数 κ, 故可设

σ=
1
2

u t
s
s

νt
s

( 6. 44)

代入式( 6. 43)使方程简化,再经两次积分得

F
2

+ F′= 1 ( 6. 45)

再积分得 η=∫
F

0

dF
1 - F 2 =

1
2

ln
1 + F
1 - F

= Art hF

最后得 F = t hη=
1 - e- 2η

1 + e- 2η ( 6. 46)

由此得流速 u = um
s

x
s

- 1/ 2

( 1 - th
2
η) ( 6. 47)

特征断面的轴线流速 um
s
可通过单宽射流的动量通量守恒条件推

求,动量通量为 M= ρ∫
+ ∞

- ∞
u

2
dy , 完成积分后得 M=

4
3
ρu

2
m

s

s
σ
。引

入 K = M/ρ, 最后可得流速分布表达式:

u =
3

2
Kσ
x

( 1 - th2η)

v =
3

4
K
xσ

2η( 1 - th 2η) - t hη

( 6. 48)

上述理论分析结果和实验资料比较如图 6. 17 所示。在射流中间大部

分区域两者是符合的。从实验资料定出σ= 7. 67。如令 b 1
2
表示 u =
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图 6. 17[ 3]

um / 2处的射流半厚度则有

νt =
1. 125

4σ
b1

2
um

将上述σ值代入得到

νt = 0. 037b1
2
um ( 6. 49)

三、圆形断面自由紊动射流的动量积分解

圆形断面喷口的射流是生产实践中最常见的。本节讨论无限

空间静止流体中等密度的圆形断面紊动射流, 故在流动过程中能

保持轴对称的运动。

1. 主体段的流动

和平面射流一样,按流场压静分布的条件, 射流各断面动量通

量守恒,都等于出口断面的动量通量, 即

M =∫
∞

0
ρu

2
¡¤2πrdr = ρu

2
0πr

2
0 ( 6. 50)

式中 u0、r 0 分别为出口断面的流速和半径, 设流速是均匀分布的

(图 6. 18)。
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图 6. 18 圆形断面自由紊动射流

主体段各断面的流速分布存在相似关系:

u
um

= f
r
b

( 6. 51)

据实验资料仍可采用高斯分布:

u = um exp -
r 2

b
2 ( 6. 52)

并取 be 作为特性半厚度,代入式( 6. 50)求积分

∫
∞

0
u

2
2πr dr = 2πu

2
m∫
∞

0
exp

2 -
r

2

b
2
e

rdr

= 2πu
2
m ¡¤

b
2
e

4∫
∞

0
exp -

2r
2

b2
e

d
2r

2

b2
e

=
π
2

u
2
m b

2
e

则式( 6. 50) 成为
π
2

( u2
m b2

e ) = u2
0
πD

2

4
( 6. 53)

  设射流厚度线性扩展 be= εx ,代入上式得

um

u0
=

1

2 ε

D
x

( 6. 54)
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任意断面的流量

Q =∫
∞

0
u ¡¤2πr dr = 2π∫um exp

r 2

b2
e

r dr

= 2πum
b2

e

2∫
∞

0
exp -

r 2

b
2
e

d -
r 2

b
2
e

= πum b2
e ( 6. 55)

出口流量 Q0 = πu0
D 2

4

故流量比为
Q
Q0

=
πum b

2
e

π
4

u0D 2
=

4ε2 x 2

D 2

um

u0

以式( 6. 54)代入得

Q
Q0

= 2 2 ε
x
D

( 6. 56)

  根据阿尔伯逊等实验资料得ε= 0. 114,则

be = 0. 114x ( 6. 57)

um

u0
= 6. 2

D
x

( 6. 54a)

Q
Q0

= 0. 32
x
D

( 6. 56a)

并推得卷吸系数 α= 0. 056 ( 6. 58)

  当 um = u0 , 得到势流核心区末端的源点距

x = 6. 2D

有资料得出轴对称紊动射流源至喷口的距离为 0. 6D ,则射流起始

段的长度为

L 0 = 6. 8D ( 6. 59)

也有近似采用 L 0 = 6. 2D ( 6. 59a)

  阿勃拉摩维奇对于轴对称自由紊动射流也作了详细的研究,

他建议的主体段轴线流速关系式为
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um

u0
=

0. 96
a s
r 0

+ 0. 29
( 6. 60)

实验系数 a = 0. 07- 0. 08。

各家研究者对轴对称紊动射流主体段的轴线流速的表达式可

概括为

um

u0
=

C3

s
D

+ C4

( 6. 61)

拉贾拉南建议实用上可取 C3 = 6. 3, C4 = 0, 则

um

u0
= 6. 3

D
s

( 6. 62)

  2. 起始段的流动

起始段的边界层混合区的流速分布也可采用高斯分布的形

式:

u = u0 exp -
r - bc

bm

2

( 6. 63)

式中 bc 为势流核心区的半径。阿勃拉摩维奇书中对轴对称射流的

起始段流动也有详细的分析,这里不再详述。

3. 射流中标志物质的浓度分布

在静止及无标志物质的流体中扩展的轴对称射流,标志物质

的浓度分布也可采用高斯分布形式,写为:

  在主体段     c = cm exp -
r
λbe

2

( 6. 64) \ = 〗  在起始段混合层

c = c0 exp -
( r - bc)

2

(λbm ) 2 ( 6. 65)

实验求得λ= 1. 12. c0 为出口断面的浓度。

对标志物质应用物质守恒定律, 射流任意断面标志物质的通

量应等于出口断面的相应值,在主体段可写为:
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∫
∞

0
cu ¡¤2πr dr = c0u0 ¡¤

πD
2

4
( 6. 66)

以式( 6. 64)及式( 6. 52)代入计算上式积分

∫
∞

0
cu ¡¤2πrdr = 2π∫

∞

0
cm ex p -

r
λbe

2

um exp -
r 2

b2
e

1
2

d( r
2
)

=
πλ

2

1 + λ
2 cm um b2

e ( 6. 67)

考虑线性扩展关系 be= εx ,再代入式( 6. 66) , 最后得

cm

c0
=

1 + λ2

2 2λ
2
ε

D
x

( 6. 68)

以λ= 1. 12, ε= 0. 114 代入上式得

cm

c0
= 5. 59

D
x

( 6. 69)

四、圆形断面自由紊动射流的微分方程解

仍应用边界层理论 , 在轴对称定常情况下微分方程组为式

( 3. 17)～( 3. 19)。对于自由淹没紊动射流,
�p
�x

= 0,粘性切应力项

也可忽略,基本微分方程组成为:

u
�v
�x

+ v r
�u
�r

=
1
r
�
�r

( - r u′v′r ) ( 6. 70)

�u
�x

+
1
r
�
�r

( r vr ) = 0 ( 6. 71)

  各家学者解这个方程组曾应用各种紊流切应力模型, 在时均

流模型中有图尔曼采用混合长度理论;施利希廷( Schlicht ing. H . )

采用普朗特自由紊流新理论;以及阿勃拉摩维奇等人的工作。下面

介绍施利希廷的方法
[ 3]
。他将雷诺应力项表示如下:

- ρu′v′r = ρνt
�u
�r

( 6. 72)

则式( 6. 70)成为

·512·



u
�u
�x

+ v r
�u
�r

=
1
r
�
�r

rνt
�u
�r

( 6. 73)

对静止流体中的紊动射流,采用普朗特的自由紊流理论有

νt = κbum ( 6. 74)

同时考虑 b∝x ,及 um∝
1
x
的关系, 则

νt ∝ x ¡¤
1
x

= x 0

故沿流 νt = const , 表示为 νt 0
表明在整个射流中涡粘性系数保持为

常数。

流动的边界条件为:

r = 0 处   v r = 0 
�u
�r

= 0

r = ∞处   u = 0

  设断面上流速分布是相似的, 令 η= σ
r
x

, 并引入流函数 ψ=

νt 0 xF (η) , 则流速分量为

u =
σ

2
νt

0

x
F′
η

vr =
σνt

0

x
F′-

F
η

( 6. 75)

代入式( 6. 73)得

F F′
η

2 -
F′

2

η
-

F F″
η

=
d

dη
F″-

F′
η

( 6. 76)

边界条件为 η= 0时, F = 0, F′= 0。

积分式( 6. 76)一次得

F F′= F′- ηF″ ( 6. 77)

上式满足边界条件的一个特解为

F =
η

2

1 + η
2
/ 4

( 6. 78)

·612·



因而从式( 6. 75)可得

u =
νt

0

x
σ

2 1
η

dF
dη

=
νt

0

x
2σ

2

( 1 + η
2
/ 4)

2

vr =
νt

0

x
σ

dF
dη

-
F
η

=
νt

0

x
σ
η- η

3
/ 4

( 1 + η
2
/ 4)

2

( 6. 79)

  于是射流的动量通量

M = 2πρ∫
∞

0
u

2
rdr =

16
3
πρσ

2
ν

2
t
0

( 6. 80)

最后,式( 6. 79)可写为以 νt 0
及 K = M/ρ表示的形式:

u =
3

8π
K
νt

0
x

1
( 1 + η2 / 4) 2

v r =
1
4

3
π

K
x
η- η3 / 4

( 1 + η2 / 4) 2

( 6. 81)

式中 η=
1
4

3
π

K
νt

0

r
x

( 6. 82)

轴线流速(η= 0) 为 um =
3

8π
K
νt

0
x

( 6. 83)

流量为 Q = 2π∫
∞

0
urdr = 8πνt

0
x ( 6. 84)

和距离成正比关系。

由于 νt
0
是个常数, 则对于层流型射流, 只需将 νt

0
改为运动粘

性系数ν, 上述结果都可成立。

按赖夏特( Reichardt)的实验, u= um / 2处的射流半径为

b1
2

= 0. 0848x

该处η= 1. 286,而 b1
2
= 5. 27xνt

0
/ K , 故得

νt
0
/ K = 0. 0161

另一方面由圆形射流的动量积分有
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K = 1. 59b1
2
um

因此得 νt
0

= 0. 0256b1
2
um

同时代入式( 6. 84)得

Q = 0. 404 K x ( 6. 84a)

流量比
Q
Q0

=
0. 404 K x
πr

2
0u0

= 0. 228
x
r 0

和式( 6. 56a )比较偏大些。

希因斯( H inze, J . O . )从相同的边界层方程及边界条件出发,

求得流速分布的另一关系式:

u
um

=
1

( 1 + um r 2 / 8νt
0
x ) 2 ( 6. 85)

并认为如取 νt
0

= 0. 00196x um ( 6. 86)

图 6. 19 圆形断面自由紊动射流的流速分布 [ 6]

则和实验资料很符合,见图 6. 19 [ 6]。代入式( 6. 85)得

u
um

=
1

( 1 + r
2
/ 0. 016x

2
)

2 ( 6. 87)
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五、矩形断面喷口的自由紊动射流

矩形断面喷口的射流是三维射流的一种典型。虽然在实际中

有不少应用, 但由于现象较复杂, 研究成果尚不多 , 60年代以来, 实

验方面有史福沙( Sforza , P. M. ) , 叶夫杰维奇( Yevdjevitch , V . J. ) ,

斯费尔( Sfeier )等人的工作, 近年麦古克( Mc Guirk, J. J. )和洛迪

( Rodi, W . )用紊流 k-ε二方程模型进行过计算,取得一定的成果。

图 6. 20 矩形断面喷口的自由射流

取出口断面为 y-z 平面, 射流轴线与 x 轴重合如图 6. 20 所

示。出口喷口断面宽度为 b0 ,高度为 a 0 ,宽高比表示为 e= b0 / a 0。射

流出口后向 y 及 z 两个侧向扩展, 成为三维的流动。从实验得知这

种射流运动有下面一些特点。

整个射流按其轴线流速变化规律的不同可分为三个区:出口

后和二维射流一样也有一个速度不变的势流核心区;然后轴线流

速 um 大体上按平面射流的规律减小,即和 x
- 1/ 2
成比例;经过一定

距离后逐渐过渡转变为近似按圆形断面射流的规律变化, 即 um∝

x
- 1 (图 6. 21)。宽高比 e愈大, 出现圆形断面射流的规律愈靠后。

在侧向扩展方面, 沿短轴( y 方向)是从出口开始射流厚度逐

渐增大的;沿长轴 ( z 方向)射流的宽度则是从出口开始先逐渐缩
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小,然后才逐渐扩宽的, 图 6. 22中
z1/ 2

a0
～

x
a 0
曲线的变化趋势即表明

如此。

图 6. 21 矩形断面射流的轴线流速 [ 22]

图 6. 22 矩形断面射流的侧边扩展 [ 22]
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  图 6. 23 �矩形断面射流在 y 方向

的流速分布 [ 22]

射流断面上的流速分

布,由图 6. 23 中不同
x
a0
的断

面
u

um
～

y
x
的实验点子基本

上在同一条曲线上即表明,

在射流轴线上各点沿 y 方向

的流速分布基本上相似。至

于沿 z 方向的流速分布则看

不出明显的相似, 而且在较

近的区域内最大流速不在轴

线上, 出现马鞍形 (见图 6.

24)。关于这些现象的原因还

不能作出明确的解释。有人

认为是射流断面上存在次流所致, 进一步的分析有待于对喷口处

流动内部结构的研究。

图 6. 24 矩形断面射流在 z 方向的流速分布 [ 22]

麦古克和洛迪应用紊流的 k-ε二方程模型对矩形断面射流做

了计算
[ 22 ]

,介绍如下。
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对大雷诺数的三维射流应用三维边界层型的运动方程和连续

方程作为控制流动的基本方程:

�u2

�x
+

u�v�

�y
+

u�w�

�z
= -
�u′v′
�y

-
�u′w′
�z

( 6. 88)

�u�v�

�x
+
�v�

2

�y
+
�v�w�

�z
= -

1
ρ
�p�

�y
-
�v
′2

�y
-
�v′w′
�z

( 6. 89)

�u�w�

�x
+
�v�w�

�y
+
�w�

2

�z
= -

1
ρ
�p�

�z
-
�v′w′
�y

-
�w
′2

�z
( 6. 90)

�u�

�x
+
�v�

�y
+
�w�

�z
= 0    ( 6. 91)

对于边界层型的射流运动,沿流向动量的紊动扩散可忽略, 故在方

程( 6. 88)至( 6. 90)中没有雷诺应力对 x 的梯度项。因是针对静止

或等速的流体中的射流,故在方程( 6. 88)中忽略�p�/�x 项。同时也

略去粘性应力项。

紊流模型采用 k-ε二方程模型, k 是紊动动能, ε是能量耗散

率。这个模型的雷诺应力表示为

- u′iu′j = νt
�ui
�x j

+
�u j

�x i
-

2
3
δij k ( 6. 92)

νt 为涡粘性系数。νt 和 k, ε的关系表示为

νt = Cμ
k2

ε
( 6. 93)

Cμ是经验常数。在流场中 k 和ε的分布按下列半经验的传输方程

计算:

�u�k
�x

+
�v�k
�y

+
�w�k
�z
     

=
�
�y
νt
σk
�k
�y

+
�
�z
νt
σk
�k
�z

+ G - ε ( 6. 94)

�u�ε
�x

+
�v�ε
�y

+
�w�ε
�z
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=
�
�y
νt
σε
�ε
�y

+
�
�z
νt
σε
�ε
�z

+ C1
ε
k

G - C2
ε2

k
( 6. 95)

式中 G = νt
�u�

�y

2

+
�u�

�z

2

( 6. 96)

是紊动能量的产生率。σk、σε、C1 和 C2 都是经验常数, 这些常数值

采用:

Cμ= 0. 09, C1 = 1. 44, C2 = 1. 92, σk = 1. 0, σε= 1. 3

(见 3. 5节)。但由于上述 C1 值给出计算成果和实验符合不好, 而

修改为

C1 = 1. 14 - 5. 31
y 1

2

um

dum

dx
( 6. 97)

式中右边第二项为一滞延系数, 其值在平面射流为- 0. 055, 在圆

形断面射流为- 0. 087。式( 6. 97)只适用于周围流体是静止的情

况。

关于边界条件, 流动有两个对称平面: x - y 平面和 x - z 平

面,以及射流的自由边界。在对称平面上, 所有变量的法向梯度为

零;正交于该平面的侧向流速为零。在射流的自由边界, u�、k 和 ε

值均为零;平行于边界的侧向流速为零;正交于边界的流速其梯度

为零。此外,周围流体中的压强是常数。

在喷口处射流的起始断面, 固定 u�, k和ε值为均匀分布。取紊

动水平低的 k值。ε值需经过调整, 用测得的起始段长度和起始能

量衰减率校核至符合实验结果为止。起始断面的 z 方向的侧向流

速w 0的影响问题, 按不计侧向流速考虑,计算结果在宽高比 e大时

和实验符合不好, 但当计入w0的作用即能较好地符合实验结果。

由于w0无实测资料, 计算时假定w 0在轴线为零, 线性增加至 z =

b0 / 2处为最大w0
m
,而与 y 无关。最大的侧向流速比w 0

m
/ u0值:在宽

高比 e= 10, 取 0. 125; e= 20,取 0. 15。

解方程用数值计算法, 在电子计算机上进行, 以帕坦卡
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( Patank ar, S. V . )和史泊丁( Spalding , D. B. )的程序为基础。计算

结果用轴向动量通量的总值校核。计算网格包含射流的全范围, 轴

向约算至距离 150a 0 处。在 y 方向有 12-17个结点, 在 z 方向有

12-22个结点, 最大步长约为 y 方向射流厚度的 8%。对 e= 1, 5,

1 0, 20几种方案作了计算 , 其成果和前人实验资料的比较见图

6. 21至 6. 24。计算和实验的一致性是较好的, 但对马鞍形的流速

分布则未能算出。

这样,对于矩形断面喷口的紊动射流, 虽然还有若干问题如起

始断面的条件和流动结构等尚有待研究, 也难得出简单的计算关

系式,但已取得的上述资料, 在实际工作中还是可以参考应用的。

例题 6. 1 设用排污管将污水排入湖中 , 污水流量为Q0 =

0. 125m
3
/ s, 污水管出口在湖面下 15m。污水垂直向上排泄, 污水

出流浓度为 1000ppm。密度和湖水的差别可忽略不计。在保持出

口流速为 1. 0m/ s 的条件下, 试比较下列两种排放方案中湖水面

的最大浓度,轴线稀释度和平均稀释度。( 1) 采用单孔排放, 并确

定喷口直径。( 2) 用互不干扰的多孔排放,孔数为 16个, 确定孔口

直径和最小孔距。

[解]  已知 �Q0 = 0. 125m
3 / s,

u 0 = 1. 0m/ s , c0 = 1000ppm。

喷口在水面下 15m。

( 1) 单孔排放

Q0 =
π
4

D 2u 0 , D 为喷口直径。

D =
Q0

u0

4
π

=
0. 125

1. 0
4
π

= 0. 159 ≈ 0. 4m

到达湖面时射流轴线最大浓度,按式( 6. 69)计算

cm = 5. 59
D
x

¡¤c0 = 5. 59×
0. 4
15
× 1000 = 149ppm
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轴线稀释度 S m =
c0

cm
=

1000
149

= 6. 7。

平均稀释度
S =

Q
Q0

= 0. 32
x
D

[按式( 6. 56a ) ]

= 0. 32×
15

0. 4
= 12。

  ( 2) 多孔排放

采用 16个孔, 每孔污水流量

Q1 =
Q0

n
=

0. 125
16

= 0. 0078m 3 / s

孔口直径 D1 = D
Q1

Q0
=

1
16

D =
1
4
× 0. 4 = 0. 1m

湖面最大浓度

Cm = 5. 59
D1

x
¡¤c0

= 5. 59
0. 1
15
× 1000

= 37ppm

轴线稀释度

Sm =
c0

cm
=

1000
37

= 27

平均稀释度

S =
Q
Q0

= 0. 32×
x

D 1
= 0. 32×

15
0. 1

= 48

  可见多孔排放比单孔排放稀释度提高 4 倍。

为保证各股射流互不干扰,最小孔口中心距 e为

e = 2 x·tgθ+
D 1

2
, θ为到射流边缘的扩散角 , 则 tgθ比

ε= 0. 114要大些。设取 t gθ= 0. 13, 得

e = 2 15× 0. 13 +
0. 1
2

= 2× 2 = 4m。
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  例题 6. 2 图 6. 25为一环形喷口的顶视和剖面图。试推导喷

出的自由紊动射流主体段的断面最大流速沿程变化的关系式。

图 6. 25 例题 6. 2附图 环形喷口的自由射流

[解]  取坐标原点在环形喷流器中心, 其他符号意义如附图

所示。

环形喷口断面的起始动量通量为

M 0 = ρ¡¤2πr 0 ¡¤2b0 ¡¤u
2
0 = 4πρr 0b0 u

2
0

  在喷出的辐状射流主体段内,取半径为 r 处的环形断面, 其动

量通量为 M( r ) =∫
A
ρu2 dA =∫

∞

- ∞
ρu2 ¡¤2πr dz。

设射流主体段断面上流速分布为
u

um
= f (ξ) , ξ=

z
be
。代入上式得

M( r ) = ρ2πr∫
∞

∞
u2

m f 2 (ξ) bedξ= ρ2πru2
m be ¡¤2∫

∞

0
f 2 (ξ) dξ

= ρ4πrbeu
2
m ¡¤I      I =∫

∞

0
f

2
(ξ) dξ

  由动量守恒关系 , M ( r ) = M 0 , 并设射流扩展关系be = ε( r

- r 0 )可得

r ¡¤ε( r - r 0 ) u
2
m I = r 0b0 u

2
0

故得断面最大流速沿程变化式

um

u0
=

b0 r 0

εr( r - r 0 ) I

1/ 2
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  如取 f (ξ) = ex p -
z

2

b2
e

, 则 I =∫
∞

0
exp - 2

z
2

b2
e

d
z
be

=

π

2
2

be

×
1
be

=
π

2 2
最后得

um

u0
=

2 2 b0 r 0

πεr ( r - r 0 )

1 / 2

6. 3 浮 力 羽 流

由于浮力作用产生的流体运动最常见的是从热源发生的气

流。邻近热源的气体受热而体积膨胀,密度减小, 相对于周围大气

来说出现局部的密度差, 从而产生重力差, 即浮力作用和压强梯

度,促使受热流体上升, 形成对流。日常生活中看到的香烟的烟气

和火焰上的气流都是这种流动的例子。受浮力作用产生的流动不

限于气体,如电厂排出的热水在河、湖冷水中的流动, 淡水在盐水

中的流动等,也因存在密度差而受到浮力的作用。

受浮力作用的流动因产生浮力的源的情况不同而有差别。如

果浮力源的作用是瞬时的,例如爆炸释放出的一股热气, 则后面的

流动是非定常的, 即所谓热泡( thermal)。但如果浮力源的作用是

持续定常的,则会形成一种定常状态的流动, 这时流体受到的垂向

浮力、侧边剪切力 (阻力)和迁移加速度相应的惯性力将构成局部

的平衡。这种由于定常浮力源作用而产生的一股流体运动常呈现

羽状, 故称为浮力羽流( plume) , 简称浮羽流, 对于气体有称为烟

流。又因为它在流动中卷吸周围流体共同前进,也称为卷流。本节

只讨论浮羽流,并限于静止环境的情况。

实际问题中带有浮力的泄流如烟囱的排气、冷却水的排放等,

多数情况在离开排放口较远的距离以后,均趋近于浮羽流的性质,
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因此,讨论浮羽流的运动是有实际意义的。

一、浮羽流的基本方程与求解

1. 点源浮羽流

在静止环境中从点源发生的浮羽流具有轴对称流动的性质如

图 6. 26所示。分析时采用圆柱坐标系, 轴向坐标为 z, 径向坐标为

r。考虑定常流动, 控制流动的基本方程如下。

图 6. 26 点源浮羽流

( 1) 连续方程

�w
�z

+
1
r
�
�r

( rw ) = 0 ( 6. 98)

  ( 2) 动量方程

采用圆柱坐标的边界层方程,同时考虑质量力只有重力, 忽略

粘性阻力只保留紊动阻力(雷诺应力)项,则动量方程为
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w
�w
�z

+ vr
�w
�r

= - g -
1
ρ
�p
�z

-
1
r
�
�r

( r w′v′r ) ( 6. 99)

设周围流体的压强在垂向为静压分布, 即
�p
�z

= - ρa g , ρa 为周围流

体的密度。

则上式中 - g -
1
ρ
�p
�z

= - g
ρ- ρa
ρ

因密度差不大, 采用布辛涅斯克近似, 除带 g 的重力项外, 其他各

项都不考虑密度变化的影响 , 则上式中分母ρ可用ρa代替 , 式

( 6. 99)成为

   w
�w
�z

+ vr
�w
�r

= -
ρ- ρa)
ρa

g -
1
r
�
�r

( r w′v′r ) ( 6. 100)

( 3) 含有物或热量的守恒方程

令 c 表示浮羽流中含有物的浓度, 写出圆柱坐标的定常紊流

中的扩散关系式:

w
�c
�z

+ vr
�c
�r

= -
1
r
�
�r

( r w′c′) ( 6. 101)

如浮羽流中某点含有物的浓度与周围环境含有物浓度之差为 Δc,

则扩散关系式可写为

w
�Δc
�z

+ v r
�Δc
�r

= -
1
r
�
�r

( r w′Δc′) ( 6. 102)

对热量守恒, 表示浮羽流中某点的温度 T 与周围环境的温度 T a

之差为ΔT , 则可写热扩散的关系式:

w
�ΔT
�z

+ vr
�ΔT
�r

= -
1
r
�
�r

( r w′ΔT′) ( 6. 103)

  ( 4) 状态方程

流体密度和温度之间的关系可表示为

ρ= ρa +
�ρ
�T

( T - T a ) ( 6. 104)

对温差小的情况,可设
�ρ
�T T

a

= β= cons t, 式( 6. 104)成为线性关系
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式:

ρ- ρa = β( T - T a ) 或 Δρ= βΔT ( 6. 105)

同样,密度差和含有物浓度差也可设为线性关系, 即

Δc∝Δρ  Δρ= ρ- ρa ( 6. 106)

  上述控制方程组中包含有脉动量的二阶相关项w′v′r , w′Δc′

等,从理论上分析要求采用一定的紊流模型。在工程实用上则常采

用一些合理的假定,用积分方法求得表示浮羽流特性的各种参数

的关系式,其中一些待定系数则由实验确定。常用的假定有两个:

( 1) 相似性假定 认为浮羽流各横断面上的流速分布、温度

差或浓度差分布均各存在相似性。分布的图形有各种假定, 常用的

为高斯分布,即正态分布。按此假定可写

  流速分布 w ( z , r ) = w m e
-

r
2

b
2 ( 6. 107)

  浓度差分布 Δc( z , r ) = Δcm e
-

r
2

λ
2

b
2 ( 6. 108)

  密度差分布 Δρ( z , r ) = Δρm e
-

r2

λ2b2 ( 6. 109)

式中 w m、Δcm、Δρm 是断面中心的最大值; b为浮羽流断面的半厚

度,是按 w / wm = 1/ e的位置定义的。从实验得知 λ是略大于 1 的

系数,表明浓度差或密度差的分布曲线比流速分布曲线要平坦些。

( 2) 卷吸假定 认为浮羽流从侧边卷吸流体的径向流速 v e 和

浮羽流的特征流速成比例,取浮羽流当地的断面中心最大流速 wm

作为特征流速,则单位长度浮羽流的卷吸流量为

Qe = 2πbαw m ( 6. 110)

式中α为卷吸系数。对于点源浮羽流可设 α为常数。

在这两个假定下可对控制方程积分如下。

从连续性考虑, 浮羽流沿程流量的增加是由于侧边卷吸的结

果,故 z 方向流量的增加率应等于卷吸流量, 即

d
dz∫
∞

0
w ¡¤2πrdr = Qe ( 6. 111)
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以式( 6. 107)代入上面积分得

d
dz∫
∞

0
w m e

-
r 2

b
2 ¡¤2πr dr =

d
dz

(πwm b
2
)

将它和式( 6. 110)代入式( 6. 111)即得

d
dz

(πwm b
2
) = 2παwm b ( 6. 112)

  将动量方程( 6. 100)从 r = 0到 r= ∞对断面积分, 并注意到当

r = 0和 r = ∞时, vr = 0, w′v′r = 0,可得

d
dz∫
∞

0
w

2
¡¤2πr dr =∫

∞

0

ρa - ρ
ρa

g ¡¤2πrdr

式中左边是单位质量流体的动量通量的沿程变率, 右边是单位质

量流体在单位流程上的浮力。以式( 6. 107)及式( 6. 109)代入上式,

积分并整理化简后可得

d
dz
π
2

w
2
m b

2
= π
Δρm
ρa

gλ
2
b

2
( 6. 113)

  从物质守恒原理, 对密度差 Δρ通量的积分也应存在守恒的

关系:

∫
∞

0
w
Δρ
ρa

g ¡¤2πrdr = const ( 6. 114)

以式( 6. 107)、式( 6. 109)代入积分得

π
λ2

1 + λ2
w m
Δρm
ρa

g b
2

= const

故有
d
dz
π
λ

2

1 + λ
2 w m
Δρm
ρa

g b2 = 0 ( 6. 115)

  这样, 控制方程组就化为( 6. 112)、( 6. 113)和( 6. 115)三个常

微分方程。解这组方程可求 wm、b和 Δρm , 其中有两个待定系数 λ

和α。

为解算时方便,对单位质量流体来说的质量通量、动量通量和

浮力通量分别定义为:
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  比质量通量(即体积流量)   Q =∫
A
wdA ( 6. 116)

  比动量通量 m =∫
A
w

2
dA ( 6. 117)

  比浮力通量 B =∫
A
g
Δρ
ρa

wdA ( 6. 118)

对于上述圆形断面浮羽流, 按上面( 6. 112)、( 6. 113)和( 6. 115)各

式所得的积分结果可知

Q = πw m b
2

( 6. 119)

m =
π
2

w 2
m b2 ( 6. 120)

B =
πλ

2

1 + λ
2 wm
Δρm
ρa

gb
2

( 6. 121)

由此有 wm =
2m
Q
  b =

Q

m

1

2π

代入式( 6. 112)、( 6. 113) , 控制方程组简化为

dQ
dz

= 2πα
2m
π

( 6. 122)

dm
dz

=
B( 1 + λ

2
)

2
Q
m

( 6. 123)

由此可得
d

2
m

dz
2 = B( 1 + λ

2
) 2 2παm

1/ 2
( 6. 124)

因 m( 0) = 0, 可设 m( z )的解为幂函数:

m( z ) = az
n

( 6. 125)

代入式( 6. 124) , 取两边 z 的幂指数及系数各自相等,求得

m( z ) =
9

40
A

2/ 3

z
4/ 3

( 6. 126)

式中 A = B( 1 + λ
2
) 2 2πα= const ( 6. 127)

因由式( 6. 115)知 B 是一个沿流不变的常数。由此可得

·232·



Q( z) =
6α
5

2π
9

40
A

1/ 3

z5 / 3 =
6α
5

2πm 1/ 2z ( 6. 128)

wm =
5

3α
1

2π

9
40

A
1/ 3

z
- 1/ 3

( 6. 129)

b =
6α
5

z ( 6. 130)

Δρm
Δρa

g =
1 + λ

2

πλ
2

B
w m b

2 =
1 + λ

2

λ
2 ¡¤

B
Q

=
1 + λ2

λ2
6
5
α 2π

- 1 9
40

A
- 1 / 3

Bz
- 5 / 3

( 6. 131)

  从上面的结果可见浮羽流各参数沿流上升时与源点距离 z 有

下列比例关系:

Q∝z
5/ 3

, m∝z
4/ 3

, w m∝z
- 1/ 3

, b∝z , Δρm∝z
- 5/ 3
。

按上列 b与 z 成线性关系,这样从卷吸假定出发, 同样可得到浮羽

流厚度作线性扩展的结果。同时还可看到 Q、m、w m、Δρm 等都和 B

有关。而沿流 B 则是一个常数。

上面的分析是假定浮羽流从点源发生的。当实际浮羽流是从

有限尺寸的源发生,且起始各通量都不为零,即 Q0≠0, m 0≠0时,

可用位于实际源下面的一个虚拟点源所发生的浮羽流的方程来描

述。如 Q( z ) m Q0 , m( z ) m m 0 ,虚拟源和实际源的距离将远小于 z。

对于强浮力的泄流,上述浮羽流的解能给出较好的近似值, 对于这

种情况,可推求稀释度如下。

按定义, B 0 可从起始断面的 Q0 ,Δρ0 计算:

B 0 = Q0
Δρ0
ρa

g ( 6. 132)

而由式( 6. 121)、式( 6. 119)有

B =
πλ

2

1 + λ
2 w m
Δρm
ρa

g b
2

=
λ

2

1 + λ
2

Δρm
ρa

g Q
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由式( 6. 115)
dB
dz

= 0,   则 B = B 0

故得
λ2

1 + λ2
Δρm Q = Δρ0 Q0 ( 6. 133)

所以浮羽流中心的浓度差和起始浓度差之比为

Δcm

Δc0
=
Δρm
Δρ0

=
1 + λ2

λ2
Q0

Q

=
1 + λ

2

λ
2

5
6α

1

2π

9
40

A
- 1 / 3

Q0 z
- 5 / 3

( 6. 134)

这个比值的倒数Δc0 /Δcm 就是中线稀释度 sm。

根据劳斯( Rouse, H . )等人的实验资料, 取点源浮羽流的两个

系数α和 λ的值为 α= 0. 085, λ= 1. 16。用这些系数值计算出点源

浮羽流的特性参数如附表 6. 1 所列。

表 6. 1 浮羽流特性(断面上正态分布)

参    数 圆形断面浮羽流 平面浮羽流

起始比浮力通量

B 0 �=∫A

Δρ0
ρa

g wdA
量纲 [ L4 )T - 3] 量纲 [ L 3 �T - 3]

体积流量 Q=∫A
w dA 0 6. 156B 1/ 3

0 z 5/ 3 0 �. 535B 1/ 3
0 z

比动量通量 m=∫A
w 2 �dA 0 K. 37B 2/ 3

0 z4/ 3 0 �. 774B 2/ 3
0 z

断面上最大时均流速 w m 4 0. 74B 1/ 3
0 z- 1/ 3 2 �. 05B 1/ 3

0

断面上最大时均浓度 cm 11 �. 17Q 0C0B - 1/ 3
0 z - 5/ 3 2 8. 40Q0C 0B - 1/ 3

0 z- 1

浮羽流半厚度 b 0 �. 102z 0 �. 147z

扩展系数 ε= b/ z 0 �. 102 0 �. 147

浓度分布与速度分布的宽度比 λ 1 �. 16 1 ,. 24

卷吸系数 α 0 �. 085 0 �. 130

当地密度弗劳德数 F d 4 �. 45 3 ,. 48

  (本表资料取自文献 [ 23] , 设周围环境中浓度为零 , 故式 ( 6. 134)中的
Δcm

Δc0
=

cm

c0
, 表

中列出 cm 的表达式。)
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还有一点须提出, 如定义当地密度弗劳德数 ( local densimetric

F roude number)为

F d ( z ) =
w m

Δρm
ρa

g b

( 6. 135)

它衡量惯性力与浮力之比,将上面求得的有关值代入上式可得

F d ( z ) =
5
4

1/ 2
λ

α
= const ( 6. 136)

说明在整个浮羽流中,惯性力与浮力之比保持不变, 这是所有浮羽

流的一个特性。

2. 线源浮羽流

从线源发生的浮羽流, 可作为二维流动分析。流动平面为 y - z

平面, 浮羽流源的坐标为 z = 0。周围静止流体的密度为ρa。运动是

由定常的浮力维持。运动的控制方程为

 连续性方程
�w
�z

+
�v
�y

= 0 ( 6. 137)

 动量方程 w
�w
�z

+ v
�w
�y

= -
�( w′v′)
�y

-
ρ- ρa
ρa

g ( 6. 138)

 浓度方程 w
�Δc
�z

+ v
�Δc
�y

= -
�( w′Δc′)
�y

( 6. 139)

分析方法和点源浮羽流相同, 断面上各流动参数的变化采用正态

分布,对线源浮羽流取系数值 α= 0. 13,λ= 1. 24。分析计算得出线

源(平面)浮羽流的特性参数也列于表 6. 1 中。

二、浮羽流的量纲分析解成果

李斯特 ( Lis t, E. J . ) 曾对浮羽流采用量纲分析的途径求

解
[ 24 ]
。他考虑没有起始流量和起始动量的情况, 认为浮羽流的所

有参数就只是起始浮力通量 B0、源点距 z 和流体的两个特性系数

ν及 κ的函数, ν是运动粘性系数,κ是热扩散系数。例如对轴线时
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均流速可写

wm = f ( B 0 , z ,ν,κ) ( 6. 140)

由量纲分析对点源发生的圆形断面浮羽流可得

wm =
B 0

z

1/ 3

f
B

1 / 3
0 z

2/ 3

ν
,
ν
κ

( 6. 141)

式中右边
B 1/ 3

0 z 2/ 3

νt
是当地雷诺数,

ν
κ
是普朗特数( Prandtl number )。

对于源点距大,浮羽流已达到充分发展紊动的流区, 可作流动自相

似的假定, 并认为流体的分子性质的影响可以忽略, 则式( 6. 141)

右边的函数 f
B 1/ 3

0 z 2/ 3

ν
,
ν
κ
趋于一个极限常数 kR ,则

wm = kR ( B 0 / z )
1/ 3

( 6. 142)

同样由量纲推论可得

 体积流量 Q = kQ B
1 / 3
0 z

5 / 3
( 6. 143)

 比动量通量 m = km B 2/ 3
0 z 4/ 3 ( 6. 144)

 断面上最大浓度 cm = k cYB
- 1/ 3
0 z

- 5/ 3
( 6. 145)

式中 Y是浮羽流中示踪剂的总通量, 因而 Y= c0Q0 ; kR、kQ、km 和 kc

都是相应系数。将以上各式和表 6. 1中相应参数的各式比较, 可看

到其形式是完全相同的。

对于线源发生的平面浮羽流,用同样的量纲分析方法可得到

wm = kp B1 / 3
0 ( 6. 146)

Q = kQ′B
1/ 3
0 z ( 6. 147)

m = km′B
2 / 3
0 z ( 6. 148)

cm = k c′YB - 1/ 3
0 z - 1 ( 6. 149)

李斯特对各式的系数值推荐如表 6. 2 所列。表 6. 2 中各式的系数

值和表 6. 1相比, 对于圆形断面浮羽流两者相近(除 kc 外 ) , 对于

平面浮羽流两者相差较大,李斯特解释其原因是对于平面浮羽流

他采用了较新的 K ot sovinos( 1975)的实验成果, 对于圆形断面浮

羽流还没有相应的新实验,仍暂用 Rouse 等的实验成果的缘故。
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表 6. 2 浮羽流的量纲分析成果

参   数 圆形断面浮羽流 平面浮羽流

起始比浮力通量 B 0 C量纲 L4 �T - 3 量纲 L3 �T - 3

断面上最大时均流速 w m ( 4 �. 7±0. 2) B 1/ 3
0 z- 1/ 3 1 7. 66B 1/ 3

0

断面上最大时均浓度 cm ( 9 L. 1±0. 5) YB - 1/ 3
0 z - 5/ 3 2 �. 38YB - 1/ 3

0 z- 1

流量 Q ( 0 _. 15±0. 015) B 1/ 3
0 z5/ 3 0 $. 34B 1/ 3

0 z

按流速分布的半厚度比bw / z 0 �. 100± 0. 005 0 �. 116± 0. 002

按浓度分布的半厚度比bc/ z 0 �. 120± 0. 005 0 �. 157± 0. 003

断面上最大浓度与平均浓度比cm / cav 1 !. 4± 0. 2 0 �. 81± 0. 1

Cp 0 s. 25 0 ~. 29

理察森数 R p 0 s. 55 0 i. 735

   (本表资料取自文献 [ 10] )

此外,还可引出两个有意义的浮羽流不变量如下。

对于圆形断面浮羽流,从( 6. 143)、( 6. 144)两式消去 B 0 得到

Q
m 1/ 2 =

kQ

k1/ 2
m

z ( 6. 150)

由此引出一个浮羽流的不变量:

Cp =
kQ

k
1/ 2
m

=
Q

m
1/ 2

z
( 6. 151)

同样,从( 6. 143)、( 6. 144)两式消去 z 得到另一个浮羽流的不变量

Rp =
QB

1 / 2
0

m
5/ 4 ( 6. 152)

R p 称为浮羽流的理察森数 ( R ichardson number ) , 其物理意义是

浮力和惯性力作用的对比。

对于平面浮羽流,同理可得

Cp =
Q2

mz
( 6. 153)
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R p =
Q

2
B

2/ 3
0

m
2 ( 6. 154)

Cp 和 Rp 的值根据实验资料也列于表 6. 2中。

6. 4 自由紊动浮射流

在 6. 2 节介绍了动量射流,上节又讨论了浮力羽流, 但在环境

工程的废水、废气排放和工业冷却水排放中的射流, 当出射的起始

密度 ρ0 小于周围环境流体的密度 ρa 时, 就受到浮力的作用,称为

浮射流 ( buoyant jet s )。浮射流的原动力既有动量也有浮力, 是介

于动量射流和浮羽流之间的情况。

动量表征的惯性力与浮力的比例对射流运动起决定性的作

用, 这两种力的对比, 即其相对作用可以下列密度弗劳德数

( dens imet ric F roude number )衡量:

F d =
u

ρa - ρ
ρa

g L

=
u

g
*

L
( 6. 155)

式中 u 为射流的特性流速, L 为射流的特性长度, ρ为射流的密

度,ρa 为周围流体的密度, g 为重力加速度,

g * =
ρa - ρ
ρa

g =
Δρ
ρa

g ( 6. 156)

称为折减重力加速度。密度弗劳德数大时,惯性力起主导作用, 因

此射流出口的起始动量决定射流的性质, 其极限是出口断面的密

度弗劳德数 F d
0
= ∞, 浮力为零,即为动量射流。反之, 当密度弗劳

德数小时,浮力起主导作用, 射流运动的性质主要由浮力决定, 其

另一极限是 F d
0
= 0, 即为浮力羽流。所以密度弗劳德数是分析变

密度射流的一个重要的无量纲参数。

一般排泄出的废水或废气都有一定的出口流速, 也就是具有
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一定的起始动量,在出口后的近区往往动量起主要作用, 随着离开

出口愈远,起始动量的作用愈小, 至远区其性质就接近于浮羽流。

浮射流的问题比动量射流和浮羽流都要复杂些, 用解析方法

较难求得结果, 因而常采用近似的数值解或由量纲分析结合实验

成果进行归纳。近 20多年国外在浮射流方面的研究有不少工作,

但还没有一致的成果。下面针对无限空间均质流体中的自由紊动

浮射流进行介绍, 对于复杂条件下的浮射流将在以下各节作一定

的补充。

一、自由紊动浮射流的积分方程及其数值解

1. 圆形断面的自由紊动浮射流

考虑在静止流体中一个圆形断面的倾斜浮射流, 轴线在 x-z

平面上, 对射流取 n-s 自然坐标系, s 为从起始断面沿射流轴线的

距离,如图 6. 27 所示。

图 6. 27 圆形断面浮射流
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假定掺混机理和纯射流及浮羽流相同, 因而可作相应的假定

如下:

( 1) 断面上流动特性参数的分布存在相似性, 且设为正态分

布:

u( s, n) = um ( s) e
-
n

2

b
2 ( 6. 157)

c( s, n) = cm ( s) e -
n2

λ2b2 ( 6. 158)

Δρ( s, n) = Δρm ( s) e
-
n

2

λ
2

b
2 ( 6. 159)

  ( 2) 卷吸假定——单位长度射流的卷吸流量为

Qe = 2πbαum ( 6. 160)

  设浮射流轨迹的局部曲率小,不考虑曲率的影响, 可认为运动

的控制方程和上节浮羽流相同,将各方程在断面上积分, 和上节相

似可得下列各式。

( 1) 连续方程 按卷吸假定有

dQ
ds

= Qe

则
d
ds

(πum b
2
) = 2πbαum

或
d
ds

( um b2 ) = 2αum b ( 6. 161)

  ( 2) 水平方向动量方程 按守恒关系

d
ds∫
∞

0
ρu( ucosθ) 2πndn = 0

以式( 6. 157)代入, 忽略密度在断面上的变化,求得

d
ds

u
2
m b

2

2
cosθ= 0 ( 6. 162)

  ( 3) 铅垂方向动量方程 沿 z 轴方向动量的改变率应等于密

度差引起的浮力,即
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d
ds∫
∞

0
ρu( usinθ) ¡¤2πndn =∫

∞

0
(ρa - ρ) g ¡¤2πndn

以式( 6. 157)、( 6. 159)代入上式积分后可得

d
ds

u2
m b2

2
s inθ=
Δρm
ρa

gλ
2
b

2
( 6. 163)

  ( 4) 密度差通量守恒方程

d
ds∫
∞

0
uΔρg ¡¤2πndn = 0

积分后得

d
ds

(Δρm um b2 ) = 0 ( 6. 164)

  ( 5) 含有物质量守恒方程

d
ds∫
∞

0
cu ¡¤2πndn = 0

将式( 6. 157)、( 6. 158)代入上式积分后得

d
ds

( cm um b2 ) = 0 ( 6. 165)

  ( 6) 射流轨迹的几何关系:

dx
ds

= cosθ ( 6. 166)

dz
ds

= s inθ ( 6. 167)

  上面式 ( 6. 161)至式 ( 6. 167)共 7个常微分方程, 可求解 7 个

未知量 um、cm、Δρm、b、θ、x 和 z。它们的上游起始断面边界条件是:

     

um ( 0) = u0  cm ( 0) = c0  Δρm ( 0) = ρ0

b( 0) = b0   θ( 0) = θ0  x ( 0) = 0

z ( 0) = 0

( 6. 168)

但要全部求得解析解是不容易的。实用上大都是在具体给定条件

下求近似数值解,而且在解算之前常将方程无量纲化进行简化。方

法很多,下面介绍文献[ 23]采用的一个表达形式来说明。
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先将式( 6. 162)和式( 6. 163)化成显式。为此将两式分别展开

为

-
u

2
m b

2

2
s inθ

dθ
ds

+
d
ds

u
2
m b

2

2
cosθ= 0 ( 6. 162a)

u
2
m b

2

2
cosθ

dθ
ds

+
d
ds

u
2
m b

2

2
s inθ=
Δρm
ρa

gλ
2
b

2
( 6. 163a)

由式 ( 6. 163a)× s inθ+ 式( 6. 162a)× cosθ, 并注意到 sin
2
θ+ cos

2
θ

= 1, 得

d
ds

u2
m b2

2
=
Δρm
ρa

gλ
2
b

2
sinθ ( 6. 169)

同理,由式( 6. 163a)× cosθ- 式( 6. 162a )× sinθ可得

u2
m b2

2
dθ
ds

=
Δρm
ρa

gλ2 b2 cosθ ( 6. 170)

  从式( 6. 165)可见, 只要求得 um、b, 即可确定 cm。则联立求解

方程组时可先不考虑 cm ,而只有 6个方程和 6个未知量。现令

   \x
* =

x
L
  �z

* =
z
L
  �s

* =
s
L

b
*

=
b
b0

u
*

=
u
U
Δρ
*
m =
Δρm
Δρ0

L 为特性长度, b0 为特性射流厚度, U 为特性流速, Δρ0 为特性密

度差,则方程( 6. 161)、( 6. 169)、( 6. 170)、( 6. 164)可改写如下:

Ub
2
0

L
d

ds
* ( u
*
m b
* 2

) = 2αUb0 ( u
*
m b
*

) ( 6. 171)

U
2
b

2
0

L
d

ds
*

u*
2

m b*
2

2
=
Δρ0
ρa

gλ
2
b

2
0 Δρ*m b*

2

s inθ ( 6. 172)

U
2
b

2
0

L
u
* 2

m b
* 2

2
dθ

ds*
=
Δρ0
ρa

gλ
2
b

2
0 (Δρ

*
m b
* 2

cosθ) ( 6. 173)

d
ds*

(Δρ
*
m u
*
m b
* 2

) = 0 ( 6. 174)

  如果恰当选择上述特性量 L、U 等,还可使方程进一步简化。
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先看方程( 6. 171) , 如令

Ub
2
0

L
= 2αUb0 ( 6. 175)

即取 L = b0 / 2α ( 6. 176)

则方程( 6. 171)简化为

d
ds*

( u*m b*
2

) = u* b* ( 6. 177)

同法如令 U 2 =
Δρ0
ρa

gλ2 L =
Δρ0
ρa

g
λ2 b0

2α
( 6. 178)

即 U =
Δρ0
ρa

g
λ2 b0

2α

1/ 2

( 6. 179)

方程( 6. 172)、( 6. 173)即简化为

d
ds
*

u*
2

m b*
2

2
= Δρ*m b*

2

s inθ ( 6. 180)

u
2
m b
* 2

2
dθ

ds
* = Δρ

*
m b
* 2

cosθ ( 6. 181)

这样,式( 6. 174)、( 6. 177)、( 6. 180)、( 6. 181)就成为一组形式较简

单的方程组。

在起始断面 s= 0, 有 θ= θ0 , b= b0 , Δρm = Δρ0 , um = u0。则 b
* =

1, Δρ
*
m = 1, u

*
m =

u0

Δρ0
ρa

g b0
λ2

2α

1/ 2 。当 α, λ为常数时, 整个问题就取

决于参数θ0 和密度弗劳德数 F d =
u0

Δρ0
ρa

gD
1/ 2 , D = 2b0。

范乐年和布洛克( Brook s, N. H . )采用类似的方法 [ 25 ] , 取 α=

0. 82, λ= 1. 16 对 θ0 = 0°、30°、45°、60°和 90°的圆形断面浮射流

计算了不同 F d
0
的轴线轨迹[ x ( s) , z ( s) ] , 轴线稀释度 sm = c0 / cm

及射流无量纲半厚度 b/ b0 的值,绘成一系列的曲线。现摘取一部

分 (改变了一些表达符号) 如附图所示, 以供查用。其中图 6. 28
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( a ) , 6. 28( b )分别为 θ0 = 0°及 45°的情况, 用无量纲坐标 2 2 α

x
D
及 2 2 α

z
D
表示, 有两组曲线, 一组为以 F d

0
为参变数的轨迹

线, 另一组为等厚度线。由图可见,对于达到相同高度的射流, 当

F d
0
愈大时其轨迹愈长,扩宽也愈大。不同 F d

0
的射流最后都趋于垂

直上升。图 6. 28( c)为 θ0 = 90°情况的射流相对增厚关系曲线, 以

F d
0
为参变数, 曲线组表示射流相对高度 z/ D 与相对厚度的关系。

图 6. 29( a)、6. 29( b)及 6. 29( c)为 θ0 = 0°、45°及 90°的射流轴线稀

释度曲线,对于给定的 F d
0
,按图可查出不同高度的轴线稀释度。

上面计算得到的曲线是设浮射流起始断面上流速、浓度等分

布都和下游断面上的分布相似,符合高斯分布。但实际上射流从喷

口射出后要经历一段距离,断面上才能达到高斯分布。设该段距离

即为射流的起始段长度 L 0 , 忽略浮力影响把起始段看作直线, 当

以喷口断面的参数为基准,利用上述曲线计算时需作下列修正。

图 6. 28( a)
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图 6. 29( c)

  ( 1 ) 射 流 轨 迹 的 坐 标   

当以喷口中心为原点的坐标系为

x′oz′,应有

x′= x + L 0 cosθ0

z′= z + L 0s inθ0
( 6. 182)

按前章近似取 L 0 = 6. 2D。

( 2) 射流厚度  从喷口断面与起始段末端断面间动量守恒
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关系可推知

b0 = D / 2 ( 6. 183)

则

b/ b0 =
b

D / 2

或

b =
D

2

b
b0

( 6. 184)

即将曲线上查得的 b/ b0 值乘以 D / 2 便得射流半厚度。

( 3) 轴线稀释比  令起始段末端断面上含有物质浓度为

c0 ,喷口断面上为 c′0 ,从两断面含有物质的质量守恒关系可推得

c0 =
1 + λ2

2λ
2 c′0 ( 6. 185)

上述曲线的稀释比 sm 是以 c0 为参考的, sm =
c0

cm
。如改用喷口断面

上的浓度 c′0 为参考值,则 s′=
c′0
cm
。因此有

s′=
c′0
c0

sm ( 6. 186)

将式( 6. 185)代入得

s′=
2λ

2

1 + λ
2 sm ( 6. 187)

即从曲线查出的 sm 值,要乘以
2λ

2

1+ λ
2才是针对喷口断面的稀释比。

如取λ= 1. 16, 则

s′= 1. 15sm ( 6. 188)
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即稀释度值约增大 15%。

2. 平面二维自由紊动浮射流

从长方形断面窄缝喷出的浮射流, 当宽度比厚度大得多时可

作为二维流动,取单位宽度分析。采用上面分析圆形断面浮射流的

假定,按同样的方法可得到平面二维浮射流的控制方程如下:

d
ds πum b = 2αum ( 6. 189)

d
ds

u
2
m b

2
cosθ= 0 ( 6. 190)

d
ds

u
2
m b

2
sinθ=
Δρm
ρa

gλb ( 6. 191)

d
ds

(Δρm um b) = 0 ( 6. 192)

d
ds

( cum b) = 0 ( 6. 193)

dx
ds

= cosθ ( 6. 194)

dz
ds

= sinθ ( 6. 195)

射流起始断面有:

um ( 0) = u0 , c( 0) = c0 ,Δρm ( 0) = Δρ0 , b( 0) = b0 , θ( 0) = θ0。

同样也可求得数值解。文献[ 25]中给出绘制好的实用图线, 计算时

采用的系数值:α= 0. 16,λ= 0. 89。θ0 = 0°、45°、90°的曲线如图 6. 30

及图 6. 31所示。

按上述曲线计算平面浮射流也存在起始段的修正问题。和圆

形断面浮射流同样分析,可得下列修正关系式。
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( 1) 以喷口中心为原点的射流轨迹坐标仍按式( 6. 182)计算,

但起始段长度 L 0 = 5. 2B, B 为喷口厚度。

( 2) 起始段末端浮射流的半厚度为
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图 6. 30( a)、( b)
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b0 =
2
π

B ( 6. 196)

则射流半厚度等于曲线上查得的 b/ b0 值乘以
2
π

B。

( 3) 轴线稀释比  以喷口断面上的浓度 c′0 为参考浓度时,

稀释比为

s′=
2λ2

1 + λ2
sm ( 6. 197)

但用此式计算时,取 λ= 0. 89,会得出起始段末端断面浓度 c0 大于

喷口浓度 c′0 的矛盾。因而建议区分两种情况计算:

当 sm ≥1. 06 时   s′= 0. 94sm ( 6. 198)

当 sm < 1. 06 时   s′= sm ( 6. 199)

  例题 6. 3 设一圆形断面排污管出口在海湾水面下 20m , 污

水射流出口断面直径 D = 0. 2m, 出口流速 u0 = 3. 0m / s。污水与海

水的相对密度差
Δρ0
ρ0

= 0. 025。比较垂向出射(θ0 = 90°)与水平出射

(θ0 = 0°)两种情况下,浮射流达到水面的稀释度。

[解]  按静止环境中的浮射流计算, 应用图线求出口以上高

度为 z = 20m 处的轴线稀释度。

出口密度弗劳德数

F d
0

=
u0

Δρ0
ρ0

g D

=
3. 0

0. 025× 9. 8× 0. 2
= 13. 64

2 2 α
z
D

= 2 2× 0. 082×
20

0. 2
= 23. 2



  当 θ0 = 90°时, 查图 6. 29( c)得轴线稀释度 sm = 45。修正至喷口

断面的稀释度,按式( 6. 188)为 s′= 1. 15sm = 1. 15× 45≈52。

当θ0 = 0°时 , 查图6. 2 9( a ) 得 sm = 5 5 , 修正至喷口断面 s′=

1. 15sm = 1. 15× 55≈63。

可见水平出射比垂向出射可得到较大的稀释度, 因为它比垂向出

射有较长的射流轨迹,卷吸效果更好些。但还是属于相同的量级。

二、自由紊动浮射流的量纲分析解

上述浮射流的近似解中有若干假定,除射流断面上流速分布

和浓度分布的自相似外,还假定在卷吸过程中卷吸系数 α为常数。

自相似对于浮射流是否存在也还未定论。对卷吸系数α则更多的

人认为不应是常数,而和浮射流的局部密度弗劳德数有关。从实验

资料看,圆形断面浮羽流的 αp 值为 0. 085, 动量射流的 αj 值约为

0. 056, 则浮射流的α值可能在两者之间变化。

因此, 不少人改从量纲分析的途径去探求浮射流主要参数的

确定方法。目前比较常用的方法中不直接采用 ρ0、u0、D、c0 等参数

表达射流出流起始断面上的流动特征, 而是采用单位质量流体的

质量通量、动量通量和浮力通量, 即 Q0、m0 和 B 0 , 它们的定义见

( 6. 116)、( 6. 117)和( 6. 118)各式。这样, 表征浮射流各种特性的变

量都将是 Q0、m 0、B 0、出射角 θ0 和坐标的函数

Φ= f ( Q0 , m 0 , B 0 ,θ0 , x , z ) ( 6. 200)

对于垂直向上的浮射流

Φ= f ( Q0 , m0 , B 0 , z ) ( 6. 201)

采用 Q0、m0 和 B 0 为自变量的考虑是它们各自代表射流起始喷出

时的一项物理特性,随着它们的数值大小不同, 射流的性质就有差

异,如当 B0 = 0 为动量射流;当 Q0 = 0 为点源浮羽流。这样对分析

问题有其优越性。

为了把问题进一步简化处理, 莫尔顿 ( Morton, B. )首先引入
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能综合反映上述基本参数的一种量纲为长度的特征尺度, 其后李

斯特等人也采用这种方法,现介绍如下。

对 B 0 = 0的动量射流, 引入流量特征长度 lQ 综合反映 Q0 , m0 ,

由量纲考虑有

lQ =
Q0

m
1 / 2
0

= A0 ( 6. 202)

A 0 为起始断面的面积。

对于圆形断面 lQ =
π
4

D ( 6. 202a)

对于矩形窄缝射流 lQ = 2b0 ( 6. 202b)

即喷口断面厚度。这样,射流的各种特性变量将是 lQ 和 z 的函数。

李斯特综合各家研究资料对圆形断面射流得到:轴线流速 wm

衰减的无量纲关系如图 6. 32, 可写为下式:

图 6. 32 圆形断面射流轴线流速的衷减 [ 10]
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wm

w0
= 7. 0

lQ

z
= 7. 0

A
1
2

z
( 6. 203)

沿程流量增加的无量纲关系如图 6. 33。当 z / lQ 较大时, Q/ Q0 渐近

于下列线性关系

Q
Q0

= 0. 25
z
lQ

( 6. 204)

图 6. 33 圆形断面射流沿轴线的稀释度 [ 10]

射流半厚度 b沿流增加率平均为

b
z

= 0. 107± 0. 003 ( 6. 205)

其他特征量以及平面射流各特征量均可从资料整理得到相应的关

系图式,可参考文献[ 10]。

对于浮射流, 因有浮力作用, 射流的动量将沿程递增, 浮力和
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动量的相对比重对射流性质的影响甚大。所以除上述特征长度 lQ

外,还要引入另一个综合反映起始浮力 B 0 和起始动量 m 0 的特征

长度 lm。从量纲分析可知,对圆形断面射流和平面射流, 这个特征

长度的表达式是不同的。对圆形断面射流

lm =
m 3/ 4

0

B1 / 2
0

( 6. 206)

对平面射流则为

lm =
m 0

B
2 / 3
0

( 6. 207)

这样, 浮射流各种特性的变量都将是 lQ、lm 和坐标的函数。例如,

对圆形断面射流的轴线流速 w m , 从量纲考虑可写

wm =
m1 / 2

0

z
f

z
lm

=
m 1/ 2

0

z
f

zB 1/ 2
0

m 3/ 4
0

( 6. 208)

讨论两种极限情况:当
z
lm
m 1, 即 m 0 很小, B 0 大或 z 大时, 对于

zB 1/ 2
0

m 3/ 4
0
→∞, wm 应和 m 0 无关, 成为浮羽流性质, 要满足这个关系,

从式( 6. 208)可知 f
zB 1/ 2

0

m
3/ 4
0
→

z B1 / 2
0

m
3/ 4
0

2 / 3

,而有

w m ∝
B0

z

1/ 3

( 6. 209)

当
z
lm
n 1 ,

zB
1/ 2
0

m
3/ 4
0
→ 0 , w m和 B 0无关 , 成为动量射流性质 , 则

f
zB

1/ 2
0

m
3/ 4
0
→const ,而有

wm ∝
m1/ 2

0

z
( 6. 210)

由此可见 lm 起到区分射流的性质是属于动量射流型还是浮羽流

型的作用。

lQ 与 lm 之比称为射流的理察森数 ( the jet Richardson

n umber) R i , 即
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Ri= lQ / lm ( 6. 211)

对于圆形断面射流,可表示为

R 0 =
lQ

lm
=

Q0 B
1/ 2
0

m
5 / 4
0

( 6. 212)

其物理意义代表浮力和惯性力的对比,已见前节。

为了建立动量射流、浮射流和浮羽流统一的关系, 李斯特对圆

形断面射流,引入两个更综合的无量纲变量

μ=
QB 1/ 2

0

Rp m
5/ 4
0

=
Q
Q0

R 0

R p
( 6. 213)

及 ζ=
Cp

Rp

z
lm

= Cp
z
lQ

R 0

Rp
( 6. 214)

式中 Cp =
Q

m1 / 2 z
, R p =

QB
1/ 2
0

m 5/ 4 为浮羽流的两个不变量 , 见前节式

( 6. 151)、( 6. 152)。

对动量射流, 比较式( 6. 204)和式( 6. 214)可得下列相对流量

的简单关系式:

μ=
R 0

R p

Q
Q0
∝ ζ ( 6. 215)

适用于浮射流的前段ζn 1的情况。

同理, 对浮羽流, 将式( 6. 143)代入式( 6. 213)考虑到 Rp = R 0 得

μ=
Q
Q0

=
kQ

Q0
B

1/ 3
0 z

5/ 3

再由式( 6. 214)有 ζ= Cp
z
lQ

, 则 z
5 / 3

=
l

5/ 3
Q

C
5 / 3
p
ζ

5/ 3
,代入上式并考虑到

lQ =
Q0

m1 / 2
0

, Rp =
QB

1 / 2
0

m5 / 4 , 最后得

μ=
kQ R 2/ 3

p

C5 / 3
p
ζ5 / 3 ( 6. 216)

适用于浮射流的后段ζm 1的情况。由实验资料得 kQ = 0. 15。

这样在 μ-ζ的对数坐标纸上可绘出两段不同斜率的直线, 包
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括中间连接的过渡段以统一代表整个圆形断面垂向浮射流的流量

沿程变化关系如图 6. 34所示。图中虚线为不同 R 0 / Rp 值时, 浮射

流起始段紊动发展区的情况。实验点子是根据 Ricou 和 Spalding

( 1961)的实验资料。流量的相对增大比率也就是射流含有示踪物

质的稀释度,因此由图 6. 34 可求出稀释度的渐近解。

对平面浮射流,按同样方法引入两个归一化无量纲变量

图 6. 34 垂向圆形断面浮射流稀释度的渐近解[ 10]
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μ=
QB

1/ 3
0

Rp
1/ 2

m 0
=

Q
Q0

R 0

R p

1/ 2

( 6. 217)

ζ=
Cp

Rp

z
lm

=
Cp z B2 / 3

0

Rp m 0
= Cp

z
lQ

R 0

R p
( 6. 218)

R p 是平面浮羽流的理察森数, 定义为平面浮射流的当地理察森数

的渐近值。

R i =
Q2B 2/ 3

m 2 ( 6. 219)

则 R 0 =
Q2

0B 2/ 3
0

m
2
0

( 6. 219a)

按 Kotsovinos( 1975)的实验求得 Rp = 0. 735, Cp = 0. 29。同时对垂

向平面浮射流,很好地验证了下列关系:

  动量射流段 μ= ζ1/ 2 ζn 1 ( 6. 220)

  浮羽流段 μ= ζ  ζm 1 ( 6. 221)

如图 6. 35所示。由图可求出垂向平面浮射流稀释度的渐近解。

图 6. 35 垂向平面浮射流的平均稀释度 [ 10]
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图 6. 36

三、自由紊动浮射流的微分方程 k-ε模型解

近年用紊流的 k-ε模型计算射流型流动问题的工作不少, 下

面介绍侯赛因 ( H ossain, M.

S. )和洛迪( Rodi, W . )应用 k-ε

模型计算垂向自由浮射流的成

果
[ 24 ]
。

浮射流垂直向上射入密度

均匀的静止流体中如图 6. 36

所示。铅垂方向的 z 轴为射流

轴线方向, y 轴对平面射流为

厚度方向, 对轴对称射流则为

径向。设流动可用边界层微分

方程表示, 密度的变化是由于

温度差, 因而能量方程写为温

度传输方程的形式。这样对平

面射流和轴对称射流都可用统

一的方程组描述其运动如下,

式中符号 j = 0 时为平面射流;

j = 1时为轴对称射流。

时均流动的方程组为:

连续方程
�ρw
�z

+
1
y

j
�
�y

yiρv = 0 ( 6. 222)

垂向( z 向)动量方程

ρw�
�w�

�z
+ v�
�w�

�y
= -

1
y

j
1
�y

y jρw′v′- (ρ- ρa ) g

( 6. 223)

温度方程
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ρw�
�T
�z

+ v�
�T
�y

= -
1
y

j
�
�y

y jρv′T′ ( 6. 224)

  各紊动变量的方程组为

k 传输方程

w
�k
�z

+ v
�k
�y

=
Cs

y
j
�
�y

y j v′
2

k
k

2

ε
�k
�y

- w′v′
�w�

�y
+ βg w′T′- ε ( 6. 225)

式中 Cs 为常数,β为体积膨胀系数=
1
ρ
�ρ
�T p
。

ε传输方程

w�
�ε
�z

+ v�
�ε
�y

=
Cε
y

j
�
�y

y j v′
2

k
k

2

ε
�ε
�y

+ Cε1
ε
k

( P + G) ( 1 + Cε3 Rf ) - Cε2
ε2

k
( 6. 226)

式中 �P = - w′v′
�w�

�y
 为雷诺应力的紊动产生项; �

G= - βg w′T′ 为浮力的紊动产生项;

Rf = -
1
2

Gv
′2

P + G
 为一个理察森式的参数, Gv

′2是侧向脉动

分量产生的浮力紊动产生项, 在垂向浮射流侧向无浮力, 故 Gv′2 =

0, R f = 0。Cε、Cε1、Cε2、Cε3都是常数。

其他各紊动相关量的模化关系式如下。

w′v′: - v′2
�w�

�y
+ βg v′T′- C1

ε
k

w′v′

   + C2 v′2
�w�

�y
- C3βg v′T′= 0 ( 6. 227)

v′
2
: -

2
3
ε- C1
ε
k

v′
2

-
2
3

k - C2 w′v
′�w�

�y

 +
2
3

C3βg w′T′= 0 ( 6. 228)
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v′T′: - v′
2 �T�

�y
- C1T
ε
k

v′T′= 0 ( 6. 229)

w′T′: - w′v′
�T�

�y
- v′T′
�w�

�y
+ βg T′

2
- C1T
ε
k

w′T′

   + C2 v′T′
�w�

�y
- C3 Tβg T′2 = 0 ( 6. 230)

T′2 : - 2 v′T′
�T�

�y
-

1
R

T′2

k
ε= 0 ( 6. 231)

式中 R 为温度脉动的时间比尺与速度脉动的时间比尺之比值, 可

设为常数。

本模型在 k方程和ε方程中的扩散项与标准的 k-ε方程稍有

不同, 后者 k和 ε的扩散系数假设等于涡粘性系数 νt 分别除以经

验常数σk 和 σε[见式( 6. 94)、( 6. 95) ] ,而在本模型分别为 Cs
v′

2

k
k

2

ε

和 Cε
v′

2

k
k

2

ε
, 因为 k 和ε的侧向扩散与侧向脉动分量v′

2
的关系比反

映剪切应力的νt 更密切些。

上述各紊动相关项的关系式可对单独的应力、热通量和温度

方差求解,现写出其代数表达式如下。

w′v′:可写为涡粘性的形式

- w′v′= νt
�w�

�y
  νt = ω

v′
2

k
k

2

ε
= cμ

k
2

ε
( 6. 232)

式中系数ω取决于浮力的影响:

ω=
1 - C2

C1
1 +

1
C1T

k
ε
βg
�T�/�y
�w�/�y

( 6. 233)

v′
2 :可求得为

v′2

k
=

2
3

1 -
1 - C2

C1
= cons t ( 6. 234)

因重力在 v 方向的分量为零, 在垂向浮射流中浮力对v′
2 / k 无影

响。
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v′T′:可写为涡扩散的形式

- v′T′=
νt
σt
�T�

�y
  σt = ωC1T ( 6. 235)

w′T′:出现在 k方程中, 可表达为

- w′T′=
1

C1T

k
ε

[ w′v′
�T�

�y
+ ( 1 - C2T ) v′T′

�w�

�y

- ( 1 - C3T )βg T′
2

( 6. 236)

T′
2
:可表达为 - T′

2
= 2R

k
ε

v′T′
�T�

�y
( 6. 237)

式 ( 6. 233)中 �T�/�y 及 �w�/�y 都是负值, 可见 ω值在有浮力的射

流中比在无浮力的射流中为大,故在 k-ε模型中 Cμ和 σt 都因浮力

的影响而增大。

以上各式包含 11个经验常数, 可用表 6. 3 的值(按 Gibson 和

Launder1976 的建议)。(在本例无 Cε3 )。

表 6. 3 k-ε模型的经验常数

经验常数 Cs C 1 �C 2 �C3 {C 1 �T C 2 JT

值 0 �. 24 2 ^. 2 0 �. 55 0 +. 55 3 �. 0 0 ". 5

经验常数 C 3 �T R Cε Cε1 �Cε2 �Cε3 g

值 0 �. 5 0 ^. 8 0 �. 15 1 +. 44 1 �. 92 0 ". 8

  此外洛迪对轴对称射流又作了下列修改:

νt = ( 1 - 0. 44G)ω
v′

2

k
k

2

ε
( 6. 238)

Gε2 = 1. 92( 1 - 0. 35G) ( 6. 239)

式中 G =
y e

w�m

d w m

d z

0 . 2

( 6. 240)

w m为射流轴线上的最大流速, y e 为射流边缘至对称轴的距离。

侯赛因采用有限差的方法对上述模型进行数值计算。计算从

射流出口起始条件开始,沿 z 轴方向向上推算, 计算域按对称轴线
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取半边射流。边界条件:在射流边缘流动变量取周围环境的值, 现

为静止环境, w= 0;温度等于当地环境温度;环境流体可看作是无

紊动的,则 k和 ε值均为零。在射流轴线处因对称关系, w、T、k 及

ε对于 y 的梯度均为零。

计算结果认为,对于一般浮射流其流动可分为 3个区:在喷口

附近一段距离其流动基本上属于动量射流型;在距喷口远处流动

属于浮羽流型;中间有一过渡区如图 6. 36 所示。在纯射流区和浮

羽流区,流动均存在相似性, 在过渡区则没有相似性。对纯射流区

和浮羽流区, 计算得出的流速分布和温度差 ΔT 分布都和实验资

料相符,其图线不再引述。其扩展率如用下式标准:

按流速分布计算的扩展率 sw =
dy 0. 5w

m

dz

按温度分布计算的扩展率 sT =
dy 0. 5T

m

dz

( 6. 241)

计算结果和实验比较,符合得相当好(见表 6. 4)。

表 6. 4 纯射流和浮羽流的扩展率

流 动类型

扩
展
率数 据 来 源   

平面

纯射流 浮羽流

sw sT sw sT

轴对称

纯射流 浮羽流

sw sT sw sT

k-ε及代数表达式

模 型 计 算 值
0 |. 116 0 r. 154 0 h. 127 0 ^. 125 0 T. 086 0 J. 115 0 @. 109 0 6. 100

实验值

(按 C hen & R odi1980 �)
0 �. 11 0 r. 142 0 }. 12 0 s. 13 0 T. 086 0 J. 113 0 @. 112 0 6. 104

  整个浮射流的轴线流速和轴线温度差值沿程的变化规律可用

组合的无量纲参数归一化表示。对平面浮射流和轴对称浮射流分

别如图 6. 37、图 6. 38所示。从图可以看到,流动分为纯射流区、过

渡区和浮羽流区的规律是很明显的,模型计算的成果与前人实验
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图 6. 37 平面浮射流的流速和温度沿轴线的衰减 [ 24]
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图 6. 38 轴对称浮射流的流速和温度沿轴线的衰减[ 24]
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资料符合得相当满意。对纯射流区和浮羽流区分别得出 w m / w 0 和

ΔT m /ΔT 0 沿轴线衰减的归一化关系式及过渡区的曲线都是有实

用价值的成果。通过计算还得到紊动能 k 的断面分布曲线,以及 k

方程各项在断面上的分配平衡关系曲线,这里就不引述了。

6. 5 横流中的紊动射流

实际工作中不少射流是泄入流动的流体内, 而且周围流体流

动的方向常和射流出射的方向成一定的角度。如烟囱喷出的烟气

流入有风的大气中,废水排入河流中等都是常见的例子。现分几种

情况讨论如下。

一、垂直向上射入横流中的等密度圆形断面紊动射流

环境中的横流遇到射流的阻碍形成绕流, 射流的周界中压强

分布前后不对称 , 射流受到横流的推力而发生弯曲如图6. 39所

图 6. 39 横流中的圆形断面射流
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图 6. 40 �横流中垂向圆形射流

断面形状的演变 [ 20]

示。整个射流分为三段:在出口后

附近存在一个势流核心区, 从出

口至势流核心区末端为射流的起

始段Ⅰ, 在Ⅰ段流动方向基本上

沿出射方向,射流弯曲不大。以后

射流主体段逐渐转变方向, 由正

交于横流逐渐变为与横流平行,

这段称为弯曲段Ⅱ。在Ⅱ段绕流

作用大, 射流两侧形成一对反向

的旋涡, 使得射流断面由圆形变

为扁卵石形并逐渐发展成为肾

形, 其演变过程如图 6. 40 所示。

旋涡发展增大, 至弯曲段末端已

充满全断面。在弯曲段有很高的

横向压强梯度,掺混作用强烈, 流

速衰减也较快。在弯曲段后面, 流

动方向基本上和横流方向一致,

称为顺流贯穿段Ⅲ。在贯穿段横流的绕流作用消失, 压强可看作静

压分布。

设横流的流速为 u a, 射流出射流速为 u0 , 两者的比值为流速

比 R

R =
u0

u a
( 6. 242)

核心区沿轴线的长度 s0 和 R 有关,由于绕流作用 s0 一般小于静止

环境中射流的起始段长度 L 0 , 随 R 的增大 s0 渐近于 L 0。

实际工作首先关心的是射流轴线的轨迹。定义射流各断面上

最大流速点的联线作为射流的轴线。由于射流外的绕流前后不对

称, 卷吸进入射流的周围流体的性质有差异, 掺混的发展也有差
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异,所以射流轴线和射流的中心线不一致。一般射流轴线的位置略

靠外侧,如图 6. 39 所示。

从量纲分析可将射流轨迹表达为

z
D

= f
x
D

, R ( 6. 243)

P ratte 和 Baines( 1967)依据实验资料提出:

  射流外边界的方程为

z0

RD
= 2. 63

x
RD

0. 28

( 6. 244)

  射流内边界的方程为

z i
RD

= 1. 35
x

RD

0. 28

( 6. 245)

  射流中心线的方程为

z c

RD
= 2. 05

x
RD

0. 28

( 6. 246)

其他研究者提出同种类型的经验表达式不少,不再列举。

从理论上推求射流轨迹的工作, 较早提出的有 Волынскй和

Aбрамович( 1963)的方法
[ 20 ]
。主要论点为:横流作用于射流的压差

阻力是引起射流弯曲的原因, 这个绕流阻力对 dξ段射流可写为

CD
ρu

2
a sin

2
θ

2 Δydξ, 它应和该段射流的离心惯性力
ρAdξ·v

2

r
相平

衡,即

CD
ρu2

a sin 2θ
2
Δydξ=

ρA dξ¡¤v2

r
( 6. 247)

式中 A 为正交于 ξ轴的射流断面面积, v为断面平均流速, θ为射

流轴线与 x 轴的夹角, CD 为绕流阻力系数, Δy 为射流在 y 方向的

厚度(图 6. 39) , r 为射流轴线的曲率半径。由几何关系有

r = 1 +
dx
dz

2 3/ 2
d

2
x

dz
2 ( 6. 248)
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  及 sinθ=
1

1 + ctg2θ
   ctgθ=

dx
dz

( 6. 249)

此法又假定射流的动量在正交于横流方向的分量守恒, 以及由实

验资料对 Δy 作出假设,求解 dz / dx , 最后积分得出射流轴线轨迹

的关系式。分析中假设 CD 是常数, 按所得成果和前人实验资料比

较, CD 值约为 3, 此值较大, 不太合理, 后来多认为 CD 应是变数。

这里就不介绍其最后得出的轨迹公式。

近年Subramanya和Porey( 1984)
[ 26 ]
同样按式( 6. 247)的论点,

但认为绕流阻力系数 CD 沿射流应是变化的, 一般 CD = f ( z/ D )。

同时假定沿射流轴线任意断面的动量通量 M 和射流初始动量通

量 M 0 成比例,即

M = β0 M 0 ( 6. 250)

β0 为比例常数。上式也可写为

ρAv2 = β0
π
4

D 2ρu2
0 ( 6. 251)

由( 6. 247)、( 6. 248)、( 6. 249)、( 6. 251)诸式可得

1

1 +
dx
dz

2

d2 x
dz

2 =
ΔyCD

π
2

D 2R 2β0
( 6. 252)

或写为

d
dz

sinh
- 1 dx

dz
=

CD

π
2

R
2
β0

Δy
D

2 ( 6. 253)

积分上式得

sin h - 1 dx
dz

=
1
π
2

R
0
β0
∫ ΔyD 2 CD dz ( 6. 254)

化简再积分得
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x
D

=∫s inh
1
π
2

R
2
β0

Δy
D

CD d
z
D d

z
D

( 6. 255)

式( 6. 255)就是射流轴线轨迹的一般方程。求解这方程必须知道

Δy
D
及 CD 随

z
D
变化的关系。他们通过自己的实验同时也利用前人

的实验资料求得射流厚度的变化和各段的轨迹如下:

实验资料表明射流厚度的变化与流速比 R 无关,只是 z / D 的

函数,其关系式为

Δy
D

= 2. 07
z
D

0. 27

( 6. 256)

  在出口近区射流起始段, 假定射流断面保持为圆形, CD 等于

出射断面的阻力系数 CD 0 ,系数 β0 = 1。采用式( 6. 256)的
Δy
D

,则式

( 6. 255)成为

x
D

= 0. 457
CD 0

R
2

z
D

2. 27

( 6. 257)

改写后得近区的射流轴线方程:

z
D

= 1. 4
x
D

R 2

CD 0

0. 4 4

( 6. 258)

  根据 Fearn 等的实验资料, 阻力系数 CD 0随流速比 R 的变化

关系如图 6. 41所示, 当 R≈2. 0, CD 0高达 2. 80;当 R 增大时 CD 0很

快降低,当 R≈8. 0, CD 0已减小至 0. 40。

在射流弯曲段, CD 和 CD0差别很大, 设 CD 随 R 的变化与 CD 0

相同,可设

CD = CD 0 f
z
D

为简便起见用指数关系

CD = k1 CD0
z
D

m
1

( 6. 259)
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图 6. 41 阻力系数 CD0与流速比 R 的关系 [ 26]

将式( 6. 259)及式( 6. 256)代入式( 6. 255) , 积分可得

x
D

= k2
CD 0

R2

z
D

m
2

( 6. 260)

可改写为
z
D

= k3
R

2

CD 0

x
D

m
3

( 6. 261)

由实验资料定出常数 k3 和 m 3 ,求得射流弯曲段的轨迹方程

z
D

= 1. 45
x
D

R
2

CD 0

0 . 31

( 6. 262)

上式和实验资料的验证如图 6. 42所示。由实验还可定出弯曲段终

端坐标 z s 的位置

zs

D
= 1. 65R ( 6. 263)

  对射流轴线流速 um 的变化研究的工作不多, 现介绍 P at rick

( 1967)对不同流速比实验得到的轴线流速 um 沿程衰减的图线如

图 6. 43所示。
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图 6. 42 射流弯曲段的轨迹 [26]

图 6. 43 不同流速比下射流轴线流速的衰减 [ 21]
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另一类型的方法是除射流的动量关系、绕流作用等以外, 还考

虑卷吸进入射流的流量的作用。而对卷吸函数的形式各家采用的

又各不相同, 例如 Chan T . L. , Lin J . T . , 和 Kennedy J . F. 等

( 1976)
[ 27 ]
表示卷吸流速为

ve = αwm + β( u a - um ) ( 6. 264)

um , w m 分别为射流轴线流速在 x , z 两方向的分量;α, β为两个卷

吸系数。他们也把射流分为 3 个区:近区、弯曲区和远区。认为

在近区  u≈0   Sve = αwm + βua ( 6. 265a)

在远区  u≈u a ve = αwm ( 6. 265b)

α用静止流体中射流的卷吸系数即0. 0 57 , 由实验资料推得β≈

0. 68。但分析中对弯曲区忽略绕流阻力作用,成果表达较复杂, 不

再详述。

横流中的平面自由射流的研究工作相对较少些, 可参考文献

[ 21]的介绍。

二、垂直向上射入横流中的浮射流

在排热和排污工程中, 当环境流体是流动的而且它的密度又

大于排出流体的密度时,就出现这种射流情况。这种在横流中的浮

射流比上段中的情况多了浮力的作用, 从现象来说虽然仍可分为

起始段、弯曲段和顺流贯穿段 3个区, 但具体分析就更复杂些。

原则上说也可仿照 6. 4 节中对浮射流分析采用的积分方程的

方式求数值解。但首先必须作断面上流速分布、密度差分布等存在

自相似的假定,设定分布的模式如高斯分布, 这从实测资料看来是

相当不符合的。其次, 卷吸假定中的卷吸系数α对这种射流显然不

是常数,而是一个沿流变化的复杂函数。再则在动量方程中还要考

虑横流的绕流作用,绕流阻力系数 CD 也是难于确定的。所以在前

人的研究中虽然也有一些采用积分方程的途径的
[ 2 3]

, 在一定程度

上也可参考应用,但还没有较通用或简便的方法。
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另一个较实用的方法是量纲分析, 结合实验建立一些估算射

流主要参数的关系式。要建立能普遍适用于射流 3 个区段的关系

式是困难的。目前一种方法是从极限角度, 分为出射后近似于铅垂

方向的近区和弯曲后近似于水平方向的远区考虑。而对于每区又

分为可能出现动量主导的射流形式和浮力主导的浮羽流形式来研

究。下面针对圆形断面浮射流讨论。

对于动量主导的射流型流动,采用一个特征尺度 zm 来综合反

映起始动量 m 0 和横流速度 u a ,按量纲关系

zm =
m

1/ 2
0

u a
( 6. 266)

则射流各种特性参数都将是 z / zm 的函数。

对于浮力主导的浮羽流型流动, 采用另一个特征尺度 z B 来综

合反映起始浮力通量 B 0 和横流速度 u a ,按量纲关系

z B =
B 0

u
3
0

( 6. 267)

则浮羽流各种特性参数都将是 z / zB 的函数。

z m 和 zB 的物理意义, 可理解为射流轴线的垂向流速已衰减

到与横流流速同一量级时射流所达到的高度。

实用上人们最关心的是射流轴线的轨迹、沿轴线的流速变化

和含有物浓度或稀释度的变化。在近区可取水平断面分析, 在远区

可取垂向断面分析,分别用动量方程和含有物的质量守恒方程, 可

求得下列各种情况的无量纲关系式
[ 24 ]
。

对于动量主导情况:

轴线流速 w m :

  
w m

u a
∝

zm

z

zm

z

2
     Y

( zn zm 近区)

( zm zm 远区)

( 6. 268a)

( 6. 268b)

轴线轨迹 z-x :
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z
zm

=
C1

x
zm

1/ 2

C2
x
zm

1/ 3

( zn zm 近区)

( zm zm 远区)

( 6. 269a)

( 6. 269b)

稀释度 S :

  
SQ0

u az 2
m

=

D 1
z
zm

D 2
z
zm

2

( zn zm 近区)

( zm zm 远区)

( 6. 270a)

( 6. 270b)

  对于浮力主导情况:

轴线流速 w m :

  
w m

u a
∝

zB

z

1/ 3

zB

z

1/ 2

( zn zB 近区)

( zm zB 远区)

( 6. 271a)

( 6. 271b)

轴线轨迹 z-x :

  
z
z B

=

C3
x
zB

3/ 4

C4
x
zB

2/ 3

( zn zB 近区)

( zm zB 远区)

( 6. 272a)

( 6. 272b)

稀释度 S :

  
SQ0

u az
2
B
=

D3
z
zB

5/ 3

D4
z
zB

2

( zn zB 近区)

( zm zB 远区)

( 6. 273a)

( 6. 273b)

  各式的系数值, 从各研究者的实验所得资料略有差异, 现据

W right ( 1984)提出的列出如下[ 28] :
表 6. 5 横流中垂向浮射流各参数公式中的系数值

系数 C1 yC2 �C 3 �C4 QD1 �D 2 �D3 .D 4 v

值 2 >. 3 1 �. 9 2 �. 5 1 �. 7 0 ^. 2 0 �. 25 0 �. 12 0 ". 25

  上面四种近似解包括了浮射流在横流中运动的可能极限情
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况。然而对实际流动只要考虑两种情况, 相应于 zm > z B 或 zm <

z B。

如果 z m > zB , 射流的动量作用比浮力作用强, 则射流将在远

区才转变为浮羽流型, 即射流的轨迹指数律中的指数将按 1/ 2～

1/ 3～2/ 3的序列变化。各段的分界点近似在 zm 及 zc=
m 2

0

u a B0

1/ 3

。

如果 z m < zB , 射流的浮力作用比动量作用强, 则射流在近区

即已转变为浮羽流型, 即射流轨迹的指数律中的指数将按 1/ 2～

3/ 4～2/ 3 的序列变化。各段的分界点近似在 z = lm = m
3/ 4
0 / B

1 / 2
0 及

z B。

上述量纲分析的结果可以用来对垂向射入横流中的浮射流的

轨迹和稀释度作出近似的估算。实际上这种射流的运动是相当复

杂的, 由于绕流产生的旋涡对, 当发展至水面时, 实验观测到射流

会被分成两股,出现所谓分叉现象, 要对它进行细致的分析就有很

大困难了。

三、从侧边水平射入横流中的浮射流

实验表明射流出口后的流动也可分为起始段、弯曲段和顺流

贯穿段 3个区段。起始段为基本上与横流正交的水平段, 其中有一

个以出口断面为底的微曲圆锥形核心区 , 其长度 s0随流速比

R=
v0

u a
的增大而增长, s0 / D = 1—2,比静止流体中圆射流的核心

区长度要短很多。核心区后面因横流的推力很快进入弯曲段, 逐渐

由正交于横流转变为平行于横流的贯穿段。

在起始段因横流的绕流使上下侧掺混作用较大 , 在距出口

1. 0D 处射流的断面形状已由圆形转变为竖向椭圆形,以后逐渐变

为肾形如图 6. 44所示。在弯曲段横流影响掺混的作用更为显著,

很快达到竖向混合均匀。进入贯穿段后在横向也逐渐达到混合均

匀。从实验资料看,各断面上速度分布和温度分布均不对称, 也看
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图 6. 44 从侧边射入横流中的浮射流断面形状的演变

不出存在相似性 [ 29 ]。

前面讨论的垂直向上射入横流中的浮射流, 其轴线轨迹是在

一个竖向立面上的二维曲线。从水平射入横流中的浮射流, 因同时

受横流推力与向上浮力的作用, 一般说来其轴线轨迹应是一条扭

曲的三维曲线。但从实用观点也可分解为在 x-y 平面上和 x-z 立

面上的投影来表示。根据我们热水射流实验的资料,实验范围:热

水射流和冷水横流温度差ΔT 0 = T 0 - T a = 8. 3～12. 1℃;流速比 R

= 3. 8～12. 3; 射流密度弗劳德数 F d 0 = v0
ρa - ρ0
ρa

g D = 17. 6～

61. 5;出口流速 v0 = 0. 45～1. 28m/ s ,射流在 x-z 立面上的投影基

本上是一条水平线,说明在本实验范围, 和动量作用相比浮力作用

是次要的。射流在 x-y 平面上的投影是一条抛物线, 资料统计得到

的经验关系式为
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y
D

=
29. 44R

2

F d 0
H
D

1. 3

x
D

1 / 2

( 6. 274)

式中 H 为射流出口断面中心上的淹没水深, D 为出射断面的射流

直径。

实验还得出射流半厚度 b沿程扩展的经验关系式:

b
D

= 2. 1
R

F d 0

2/ 3
s
D

5 / 6

( 6. 275)

射流轴线流速衰减的经验关系式:

um

u0
= 0. 0134

F 1. 7 0
d0 ( H / D ) 1. 44

R
2 . 25

( x / D )
0. 3 8 ( 6. 276)

射流轴线温度差衰减的经验关系式:

ΔT m

ΔT 0
= 0. 5

R
0. 0 2

F
0. 05
d 0

( H / D ) ( x / D )
0. 5 ( 6. 277)

四、关于烟囱喷流扩散的补充

从烟囱喷出的烟流,在水平风力作用下其性质属于横流中的

浮射流,原则上应可按本节一、二的方法分析。但由于大气的环境

条件常较水环境复杂, 烟流的扩散受大气紊动的结构及大气稳定

度的影响很大,这里作些必要的补充。

烟团的扩散和紊动旋涡的尺度有很大关系, 在第四章已有一

定讨论。这里再引斯里特( Slade, D, H. 1968)描述的图形补充说

明。如图 6. 45 所示,图中实线圆表示烟团, 各旋转箭头表示紊动旋

涡的尺度, 虚线表示烟团重心运动的路线, 图中( a)为紊动旋涡尺

度小于烟团,烟团轮廓因紊动扩散作用而扩大, 但其平均运动轨迹

不受影响。( b )为紊动旋涡尺度远大于烟团, 烟团运动轨迹将受影

响而发生波动,但烟团本身却象流场中的微团, 主要只是分子扩散

作用。( c)中紊动旋涡尺度与烟团大小同级, 此时烟团也会受到紊

动扩散作用而且发生变形。根据这些分析可以推知, 从烟囱喷出的
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烟流随着大气中紊动旋涡尺度的不同而会出现不同的扩散方式。

图 6. 45 烟团扩散与紊动旋涡尺度的关系

大气的紊动与大气的稳定度密切相关, 而大气稳定的程度和

温度垂向变化有关,如果大气的温度变化是向上递减的, 密度向上

递增,是不稳定的;反之如气温向上递增,则是稳定的(较严格的分

析见第七章第二节)。对大气稳定度的判别准则, 一般是将大气块

上升单位距离时的温度降低值 Γ与干绝热情况的降低值 Γd 比

较,如Γ> Γd 是不稳定态;如Γ< Γd 是稳定态;如Γ= Γd 则是中性

稳定态。Γd≈1℃/ 100m。在不稳定的大气层中, 紊动的程度就较为

强烈, 烟流容易扩散;反之, 气层的稳定程度愈高, 紊动愈弱, 就愈

不容易扩散。

因此,烟流扩散的型式(简称烟型)随大气稳定度而异, 斯里特
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提出可区分为如图 6. 46所示的五种型式, 图左方并示出垂向温度

变化的情况。现分别简要说明如下。

图 6. 46 烟气扩散的几种型式 [ 45]

图中: ( a )为扇型, 大气中出现逆温,很稳定, 烟气扩散不好, 中

心部分浓度高,但对地面污染不大, ( b)为薰烟型, 大气上部稳定,

下部中性(或不稳定) ,此时上部逆温层抑制向上扩散, 而只能局限

于向下扩散,是一种最不利的烟型。( c)为环链型, 大气不稳定, 紊

动强烈,扩散迅速, 浓度不高, 污染影响不大。( d)为圆锥型, 大气

中性稳定,这是一般烟气正常扩散的形式。( e)为屋脊型, 大气上部

中性, 下部稳定,上部扩散较快, 而底部逆温层又阻止污染物向下
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扩散,故地面较安全, 是一种有利的烟型。图中右方并给出各种烟

型污染物浓度的垂向分布的示意图。

烟型如此多变, 要用一个统一的数学公式来预估其浓度分布

是难以做到的, 一般的预估方法只能针对较正常的扩散方式进行

分析计算。

6. 6 分层流体中的紊动射流

在环境流体中常出现密度在铅垂方向不均匀, 形成一定的垂

向密度梯度,即所谓分层现象。水环境的密度分层多由于温度分布

或含盐度分布不均匀所引起, 前者如水库或深水湖泊, 后者如河

口、港湾和近海。有关分层流的论述见第七章。

密度分层的静止流体,其稳定的密度分布是下重上轻。当密度

小于周围流体的射流进入后,受浮力作用而上升, 同时卷吸周围密

度较大的流体, 掺混后其密度增大, 在上升过程中, 周围流体的密

度却是逐渐减小的,所以射流内外的密度差逐渐减小, 即浮力逐渐

减小。如水深较大,就会上升至某一高度后停止升高, 而向旁侧散

开,即存在一个最大升高。出现这种情况对于排泄污水是有利的,

因为污水可以不冒出水面而在水面下得到稀释, 从而保持水面的

整洁。所以在分层环境中浮射流的最大升高及该处稀释度的确定

是实际工作需要估算的项目。

实际环境中流体密度的垂向分布多是非线性的, 但有些可简

化近似按线性分布分析。下面限于讨论线性分布的情况。

一、静止分层流体中的自由紊动浮射流

1. 控制流动的方程与求解

讨论圆形断面浮射流的情况如图 6. 47所示。射流出口断面上

密度为ρ0 , 在同一高程上环境流体密度为ρa 0 , 射流中的点密度为
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ρ( s, r ) , 轴线密度为 ρm ( s) , 环境流体密度为 ρa ( z ) , 其垂向梯度
dρz
dz

= con st。设出射流速的水平倾角为θ0 ,则基于前面分析, 射流轴线

将为 S 形, 至最大升高处即浮升终点( x t , z t ) , 射流将向旁侧散开。

图 6. 47 密度分层环境中的圆形断面浮射流

假定射流断面上流速分布具有相似性且为正态分布:

u( s, r ) = um ( s) e
-

r2

b2

( 6. 278)

断面上密度差(射流密度与相同高程的环境密度之差)也有相似性

且为正态分布:

ρa( r , s) - ρ( r , s)
ρa 0

=
ρa m ( s) - ρm ( s)
ρa 0

e
-

r 2

λ2b2
( 6. 279)

同时假定射流的卷吸过程不受环境分层的影响, 则控制流动的连

续方程及水平方向的动量方程和密度均匀环境中的浮射流相同,

铅垂方向的动量方程因环境密度在 z 方向线性变化而要作相应的

改变:

d
ds

u2
m b2

2
sinθ= gλ

2
b

2 ρa m - ρm
ρa 0

( 6. 280)
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射流出射断面的密度和环境流体密度之间的密度差可能是由于射

流的某种含有物质(如含盐量、热量等)的浓度 c和环境中含有物

质的浓度 ca 不同所引起。在小密度差的情况, 密度差和浓度差可

认为有线性关系

[ρa 0 - ρ( s, r ) ] ∝ [ ca 0 - c( s, r ) ]

所以射流含有物总量沿程不变的关系可以密度差表示的物质守恒

关系表达,即沿射流含有物通量的变化等于从射流四周卷吸进入

的卷吸量:

d
ds∫
∞

0
u (ρa 0 - ρ) 2πrdr = 2πb ¡¤u e(ρa 0 - ρa )

= 2παum b(ρa 0 - ρa m ) ( 6. 281)

式中右边括号内应为射流周界上的密度差, 因环境密度是线性变

化, 故可以轴线上的密度差作为平均值计算。将式 ( 6 . 27 8 )、式

( 6. 279)及连续方程等代入式( 6. 281) ,经过变换整理可简化为

d
ds

[ u
2
m b

2
(ρa m - ρm ) ] =

1 + λ2

λ2
um b

2 dρa
dz

s inθ ( 6. 282)

  这样,控制这种浮射流运动的整个方程组为:

连续方程
d
ds

( um b2 ) = 2αum b ( 6. 283)

水平方向动量方程

d
ds

u
2
m b

2

2
cosθ= 0 ( 6. 284)

铅垂方向动量方程

d
ds

u2
m b2

2
sinθ= gλ

2
b

2 ρa m - ρm
ρa 0

( 6. 280)

密度差守恒方程

d
ds

u2
m b2 (ρa m - ρm ) =

1 + λ2

λ2
um b2 dρa

dz
sinθ ( 6. 282)

射流轴线轨迹
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dx
ds

= cosθ ( 6. 285)

dz
ds

= s inθ ( 6. 286)

  射流出口的边界条件为:

um ( 0) = u0 , b( 0) = b0 , ρ( 0) = ρ0 , θ( 0) = θ0 , x ( 0) = 0, z ( 0) = 0。

求解上列方程组一般只能用数值法计算。

范乐年等
[ 2 5]
将上列方程经过无量纲化后, 表明浮射流的特性

可以用起始断面的密度弗劳德数 F d 0、环境分层参数 T 和出射角

θ0 三个参数来表征, F d 0的定义见 6. 4 节。环境分层参数的定义为

T =
ρa 0 - ρ0

D -
dρa
dz

( 6. 287)

D 为射流起始断面的直径。取 α= 0. 082,λ= 1. 16 求得浮射流的流

量、动量通量、浮力通量及轴线坐标等的无量纲数值解,并绘成图

线。

对于平面浮射流的情况,作圆形断面浮射流同样的假定, 按相

同的分析方法可列出控制流动的方程组如下:

d
ds

( um b) =
2

π
αum ( 6. 288)

d
ds

u
2
m b

2
cosθ= 0 ( 6. 289)

d
ds

u2
m b

2
sinθ= gλb

ρa m - ρm
ρa 0

( 6. 290)

d
ds

[ um b(ρa m - ρm ) ] =
1 + λ

2

λ
2 um b

dρa
dz

( 6. 291)

dx
ds

= cosθ ( 6. 292)

dz
ds

= sinθ ( 6. 293)
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射流出口的边界条件为

um ( 0) = u0 , b( 0) = b0 , ρ( 0) = ρ0 , θ( 0) = θ0 , x ( 0) = 0, z ( 0) = 0。

在相同文献中取α= 0. 16, λ= 0. 89也求得无量纲的数值解。

考虑到这些近似解是在一系列假定下且设 α为常数算得的,

成果的表达也较复杂,接近浮升终点的区域更不符合实际, 就不引

述了。

2. 量纲分析解

对于有密度分层的环境流体, 常引用布伦特-韦伊塞莱

( Brunt -V a�isa�la�)频率 N 来表征垂向密度梯度,其定义为

N 2 =
- g
ρ

dρa
dz

( 6. 294)

它的物理意义是内波可能的最高频率。

在排污问题中最感兴趣的是浮射流浮升的终点高度(最大升

高 )及终点稀释度的确定。对圆形断面浮射流, 如动量主导, 浮升

终点高度应和起始比动量m 0及代表密度梯度的N
2有关 , 两者

可组成一个特征长度 ( m 0 / N
2 ) 1 / 4 , 从量纲考虑, 终点高度hm将和

( m 0 / N
2
)

1/ 4
成正比。如浮力主导 , 则终点高度hB应和起始比

浮力通量B 0及N
2
有关,两者也可组成另一个特征长度( B 0 / N

3
)

1/ 4
,

将 有hB∝ ( B0 / N
3
)

1/ 4
。对于平面浮射流, 也同样有两个特征长度

( m 0 / N
2
)

1/ 3
及 ( B 0 / N

3
)

1/ 3
, 当动量主导时 hm∝ ( m 0 / N

2
)

1/ 3
;浮力主

导时 hB∝( B 0 / N
3 ) 1/ 3。

定义无量纲数

S =
m 0 N
B 0

2

( 6. 295)

S 代表上述两个特征长度的比(在圆形断面浮射流指数乘 8倍, 在

平面浮射流指数乘 6倍)。则参数 S 和射流起始的理察森数 R 0 两

者就足以确定在线性分层环境中任何浮射流的运动。当 Sm 1, 表

示动量主导;当 S n 1, 表示浮力主导, 对于这两种极限的情况, 可
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分别求出浮射流特性变量的渐近解。

李斯特综合前人的实验资料, 对线性分层环境中圆形断面浮

射流及平面浮射流在上述两种极限情况的浮升终点高度及该处的

稀释度分别求得估算的关系式[ 24] , 列于表 6. 6中。表中无量纲高

度的定义见 6. 4 节,即对圆形断面射流 ζ= cp zB
1/ 2
0 / Rp m

3/ 4
0 ;对平面

射流ζ= cp zB
2/ 3
0 / Rp m 0。

表 6. 6 线性分层环境中浮射流的浮升终点高度及其稀释度

特 性 变 量
圆形断面射流源

S m 1 �Sn 1 �

浮升终点高度 hm 或 hB

无量纲浮升高度 ζT

无量纲稀释度 μT

浮升终点高度 hm 或 hB

无量纲浮升高度 ζT

无量纲稀释度 μT

hm = 3 �. 8( m0 / N 2) 1/ 4

1. 7S - 1/ 4

1. 2S - 1/ 4

hB= 3 �. 8( B 0/ N 3 ) 1/ 4

1. 7S - 3/ 8

1. 5S - 5/ 8

平 面 射 流 源

S m 1 �Sn 1 �

hm = 3 �. 6( m0 / N 2) 1/ 3

1. 4S - 1/ 3

0. 82S - 1/ 6

hB= 2 �. 5( B 0/ N 3 ) 1/ 3

1. 0S - 1/ 2

1. 0S - 1/ 2

  此外,李斯特对线性分层环境中圆形断面浮射流, 还应用前述

卷吸假定所推导出的控制方程, 但采用下列沿射流变化的卷吸系

数

α= αjexp ln
αp
αj

R i

Rp

2

( 6. 296)

式中 αj , αp 分别为动量射流和浮羽流的卷吸系数, R i 为当地理察

森数 R i=
QB

1 / 2

m
5/ 4 , Rp 为浮羽流理察森数, Rp = 0. 557, 计算得到不同

高度处浮射流的稀释度如图 6. 48所示, 其中参变数为 S。
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图 6. 48 线性分层环境中圆形断面浮射流的稀释度[ 24]

二、分层横流中的浮射流

浮射流在分层横流中的运动同时受到密度垂向分层和横流推

力的影响,流动就更复杂得多, 近年也有采用积分模式求解的, 但

相当复杂。这里只介绍较简易实用的量纲分析的一些成果。

分析无分层的横流中的浮射流时, 曾引入特征长度 zm =
m

1/ 2
0

u a
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及 zB =
B 0

u3
a
分别综合反映横流和起始动量及横流和起始浮力的作

用, 现对有密度分层的情况, 再引入另一个特征长度 l a 反映横流

和密度分层的综合作用,

l a =
u a

N
( 6. 297)

则可推论浮射流的浮升终点高度及终点稀释度等变量将是 z m、z B

和 l a 的函数。

W right 对动量主导和浮力主导两种极限情况分别提出估算

分层横流中浮射流浮升终点高度 z T 及终点稀释度 sm 的无量纲关

系式如下
[ 28 ]

对于动量主导情况:

近区,浮升终点高度
z T

zm
= k1

l a

z m

1 / 2

( 6. 298)

  终点稀释度
Sm Q0

u az 2
m

= k9
zT

z m
( 6. 299)

远区,浮升终点高度
z T

zm
= k3

l a

z m

1 / 3

( 6. 300)

  终点稀释度
Sm Q0

u a z
2
m

= k10
zT

zm

2

( 6. 301)

  对于浮力主导情况:

近区,浮升终点高度
z T

zB
= k5

l a

zB

3/ 4

( 6. 302)

  终点稀释度
Sm Q0

u az
2
B

= k11
zT

zB

5/ 3

( 6. 303)

远区,浮升终点高度
z T

zB
= k7

l a

zB

2/ 3

( 6. 304)

  终点稀释度
Sm Q0

u az 2
B

= k12
zT

zB

2

( 6. 305)

和前面无分层的横流情况比较,各相应关系式的形式是一样的, 只
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是以 l a 代替了 x。按式( 6. 297)的定义, l a 的物理意义是分层中垂

向振动的水平波长,它是唯一的水平方向的特征长度, 从量纲分析

角度看它是和 x 相应的。Wright 用盐水进行大量的实验,求得浮

升终点高度关系式的系数值如表 6. 7。

表 6. 7 分层横流中浮射浮升终点高度关系式的系数值

系 数 k1 5k3 sk5 �k7 �

值 2 �. 8 2 ?. 2 3 }. 5 2 �. 3

终点稀释度关系式的系数值没有给出, 但把实验资料和用无分层

横流情况的关系式估算值进行比较,发现两者相差不大, 因此在没

有取得更好的实验资料定出终点稀释度关系式的系数值以前, 暂

时也可考虑采用无分层的横流情况即表 6. 5 中的 D1～D 4 值来估

算。

  例题 6. 4 设在近海深度为 70m 处垂直排放一股温度为 17. 8℃

的淡水(ρ0 = 998. 6kg/ m
3
) , 流量为 1. 0m

3
/ s。海水密度在该深度为

1024. 8k g/ m
3
, 在深度为 10m 处为 1023. 4kg/ m

3
, 可按线性变化考

虑。排放出口速度为 3. 0m/ s。试估算浮升终点高度和终点稀释度。

如该处有流速为 0. 35m / s 的横流,估算浮升终点高度和稀释度有

何变化。

[解]  \已知条件: BH = 70m, Q0 = 1. 0m
3
/ s, u0 = 3. 0m/ s

ρ0 = 998. 6kg/ m
3
, u a= 0. 35m/ s

海水密度梯度

dρa
dz

=
1023. 4 - 1024. 8

70 - 10
= - 0. 0233kg/ m 4

计算:布伦特-韦伊塞莱频率

N
2

= -
g
ρa

dρa
dz

=
9. 8

1024. 8
× 0. 0233 = 2. 23× 10

- 4
 1/ s

2

N = 1. 49× 10
- 2
 1/ s
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  初始比浮力通量 B 0 �=
ρa 0 - ρ0
ρ0

g Q0

=
1024. 8- 998. 6

998. 6
× 9. 8× 1. 0

= 0. 257m
4 / s

3

初始比动量通量 m 0 = u0 Q0 = 3× 1= 3. 0m
4
/ s

2

分层环境中动量主导的 hm 与浮力主导的 hB 的尺度比

S =
m 0 N
B

2
0

2

=
3× 1. 49× 10 - 2

0. 257

2

= 0. 03

  1. 不考虑横流的情况

∵S n 1, 应用表 6. 6对圆形断面射流

浮升终点高度 hB �= 3. 8
B 0

N 3

1/ 4

= 3. 8
0. 257

( 1. 49× 10
- 2

)
3

1/ 4

= 3. 8× 16. 7= 63. 4m

无量纲稀释度 �μ e= 1. 5S
- 5 / 8

= 1. 5× ( 0. 03)
- 5/ 8

= 1. 5× 8. 93= 13. 4

由式( 6. 213) , 相应 Q t=
μR pm

5/ 4
0

B 1/ 2
0

=
13. 4× 0. 55× 35/ 4

0. 2571/ 2

= 13. 4× 42. 7= 57. 3m
3 / s

  平均稀释度S =
Q
Q0

=
57. 3
1. 0

= 57. 3

2. 考虑存在横流的情况

( 1) 对圆形断面射流计算 zm , zB , lm , l a 等特征量

zm = m
1/ 2
0 / u a =

31/ 2

0. 35
= 4. 95m

z B = B 0 / u
3
a =

0. 257
0. 35

3 = 5. 99m

lm = m
3/ 4
0 / B

1 / 2
0 =

33 / 4

0. 257
1 / 2 = 4. 50m
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l a = u a/ N =
0. 35

1. 49× 10
- 2 = 23. 5m

  ( 2) �因 zm < z B, 射流在近区已转变为浮羽流型, 按浮力主导考

虑。

考虑浮升终点 zT > z B ,按远区计算。 �

由式( 6. 304) ,浮升终点高度

z T = k7
l a

zB

2/ 3

z B = 2. 3× ( 23. 5) 2/ 3× 5. 991/ 3

= 2. 3× 14. 9 = 34. 3m

由式( 6. 305)终点稀释度

sm = k1 2
zT

z B

2

¡¤
u az

2
B

Q0
= 0. 25×

34. 32× 0. 35
1. 0

= 103

( k1 2 用表 6. 5中的 D 4 值)     

三、烟囱喷流浮升高度的经验估算

烟囱喷出的烟流属于浮射流性质, 所喷入的大气也常是分层

的,考虑正常的稳定情况, 烟流就存在一个浮升的最大高度。而且

在烟流扩散的分析中,浮升高度是一个很重要的项目, 因为在分析

时往往将烟流达到浮升最高点以后的运动,作为点源扩散处理, 点

源的高度 H 通常称为烟囱的有效高度, 等于烟囱的高度 h 加浮升

高度Δh(即前述的 hm 或 hB) ,即

H = h + Δh ( 6. 306)

  烟流浮升高度的研究工作很多,从理论上, 研究重要的有莫尔

顿( Morton, B. R . )、泰勒 ( Taylor , G. I . ) , 图尔纳( T urner. J. S. )

等 1956 年提出浮羽流在静稳大气中浮升的模式, 以后莫尔顿

( 1959)推广到考虑烟气出口速度的浮射流, 萨那迪( Csannady, G.

T . 1965)及斯劳逊 ( Slowson, P. R . 1967)等研究了有风大气中的

烟流浮升,其要点即上面各节所述。原则上这些原理和方法对水和
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气都是相同的。但影响烟流运动的因素很多, 除烟囱出口的几何条

件、热力条件、流动条件以外,还有大气环境的气象条件, 和水射流

比较更复杂些,已有的理论公式常因较为复杂, 公式中有些参数在

实际中不好确定, 因此在实际工作中仍然广泛应用经验公式进行

烟流浮升高度的估算。这些公式多从实际观测资料总结得来, 就会

有一定的局限性。经验公式很多, 现举两个较简单而得到一定验证

的如下。

1. 霍兰德( Holland)公式( 1955)

Δh =
1
u a

( 1. 5w0 D 0 + 4× 10
- 5

QH ) ( 6. 307)

式中: D0 为烟囱出口直径( m ) , w0 为排口烟气速度( m/ s ) , u a 为风

速( m/ s ) , QH 为排出烟气的热通量, 或排热率( Cal/ s) * 。此式是美

国原子能委员会和田纳西工程管理局提出的,在欧美应用较广, 但

不少人认为按此式估算浮升高度值偏低, 作为偏安全的估算则还

合适, 也可将算得的升高值乘 2, 即增加一倍。也有建议此式用于

中性稳定, 在不稳定条件和稳定条件时, 应将计算值分别增、减

10%～20%。排热率大时此式误差太大。

2. 康卡威( Concawe)公式( 1966)

Δh = 0. 175
Q1/ 2

H

u 3/ 4
a

( 6. 308)

此式也是根据现场实测资料得出, 用于中、小型烟囱, 和实际资料

符合得相当好。QH 大时也不能用。

从这些经验公式可以看出,排热率 QH 和风速 u a 是两个主要

因素。排热率愈大, 浮升高度愈大;风速愈大, 浮升高度愈小,此外,

出口动量大时, 浮升高度也增加。这些从物理性质上看也是很清

楚的。

由于大气扩散的影响因素很多,当环境条件复杂时更不容易  

* 1Ca l(卡 ) = 4. 2J(焦耳 )
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进行定量的准确计算, 因此就有采用环境风洞来做物理模型试验

的方法。我国目前也有单位进行这方面的研究工作。

6. 7 表 面 射 流

从泄水槽沿水面泄入下游水域中的水射流称为表面射流

( Surface jet s)。表面射流的特点是它的上边界为承受大气压的自

由面。这类射流中研究最多的是发电厂排出的热水射流, 属于浮射

流的性质。当射流水平出射, 假定射流表面完全水平并忽略空气阻

力时,可以看作是淹没自由射流的下半部分。如为浮射流且下游水

域的水深又不大时,就需要考虑浮力效应和底面作用的影响。

生产实际中的表面浮射流,从泄水槽流入河、湖或港湾等水域

后,即沿底部及向两侧扩展成为三维流动。近年也有用三维数值模

型直接解雷诺方程的,但如模拟的区域较大时, 计算机容量和计算

费用不少。若采用简化近似如边界层方程组等, 计算结果和应用简

单的射流积分模型的成果比较,可能改进不多。因此下面介绍采用

一维积分模型, 结合量纲分析和实验资料来求解的方法及其成

果 [ 30 ]。先针对静止的深水环境中表面浮射流的运动。

表面浮射流泄入深的静止水域后, 其流动情况如图 6. 49 所

示。流动的性质决定于当地密度弗劳德数

F d ( x ) =
u

( g
*

h)
1/ 2 ( 6. 309)

式中各项均为距离 x 处的断面上的特征量, g
* =
ρa - ρ
ρa

g 为折减重

力加速度,ρ为密度, ρa 为周围流体密度, u 为水平流速, h 为射流

深度。在近距离, x 小时, F dm 1,惯性力起主导作用, 射流受动量支

配,基本上按动量射流的模式运动, 在侧边卷吸周围流体向两侧扩

展,在底面也卷吸下部流体发生垂向掺混。由于浮力作用, 以及自

由表面的存在,结果使射流断面不断变形, 横向不断扩展而垂向则
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图 6. 49 三维表面浮射流

逐渐减薄。这个过程随着水平流速的降低而不断加快, 至某一距离

后垂向卷吸基本上停止, 浮力起主导作用,射流向各个方向扩展,

逐渐增长增宽,水域中有浮力作用的水体也增厚, 受底部内界面阻

力控制,这就是远区的流动, 远区的边界是不断向前扩大的。当泄

流时间较长, 近距离流层厚度稳定后, 近区与远区之间出现突变,

呈内部水跃的型式。下面分析限于近区,并认为远区对它无影响。

从实用上考虑,研究的内容主要为两区分界处的距离、射流的最大

穿透深度、射流的中线密度、平均稀释度以及卷吸率等项。

量纲分析  由矩形断面泄槽流入无限水域中的表面浮射

流,其流动特性可以出流断面的各项参数 h0、b0、u0 及 g
*
0 代表, 如

图 6. 49所示。在高雷诺数的条件及布辛涅斯克近似假定下, 设以

Φ表示射流的当地特性如纵向流速,或其积分特性如流量等等, 则
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这个表征射流运动特性的变量是距离 x 和上述射流出口各参数

的函数,即

Φ= f ( x , h0 , b0 , u0 , g *0 ) ( 6. 310)

  射流在出口断面的特性也可用另外一组参数表示:

  比动量通量 m 0 = u
2
0b0 h0

  比浮力通量 B 0 = u0g *0 b0 h0

  体积通量(流量) Q0 = u0b0 h0

  出口断面水深 h0

则可写 Φ= f ( x , m 0 , B 0 , Q0 , h0 ) ( 6. 311)

式 ( 6. 310)中的自变量较基本、直观, 式( 6. 311)也有其优点, 因在

某些条件下,可以有一个或更多些自变量不重要而可不予计入, 例

如在等密度情况即没有 B 0 项。下面按式( 6. 311)分析。

在式( 6. 311)中取 m0、B0 为基本变量, 由量纲分析可得

Φ* = Φ/ ( mα0Bβ0 ) = f * ( xm - 3/ 4
0 B 1/ 2

0 , m5 / 4
0 B- 1/ 2

0 Q - 1
0 , h2

0 m0 Q - 2
0 )

( 6. 312)

Φ
*
为 Φ的无量纲量,指数 α,β取决于Φ的量纲, 如表 6. 8 所列。

如以 u0、g
*
0 、h0 及 b0 表示,式( 6. 311)成为

Φ* =
Φ

( u
2
0 b0 h0 )

α
( u0 g

*
h0 b0 )

β

= f *
x g
* 1/ 2

u0 ( h0b0 )
1 / 4 ,

u0

g *
1/ 2

( h0 b0 ) 1/ 4
,

h0

b0
( 6. 313)

令 l 0 = ( h0b0 )
1 / 2
作为矩形出口断面的特性长度, 而断面的深宽比为

A = h0 / b0 ,则以 l 0 为特性长的密度弗劳德数为

F′d 0 =
u0

( g
*
0 l 0 )

1 / 2 = F d 0 A1/ 4 ( 6. 314)

式中 F d0 =
u 0

( g *0 h) 1/ 2。则式( 6. 313)可写为

Φ
*

=
Φ
Φ0 F′

γ
d 0

= f
* x

l 0 F′d 0
, F′d 0 , A ( 6. 315)
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式中Φ0为Φ在出口断面的特征值 ;γ是α, β的函数 , 符合下列关系

ΦF′γd 0 = mα0Bβ0

其值见表 6. 8。

表 6. 8 表面射流物理量的无量纲化

物 理 量 Φ 量 纲 Φ0 )α β γ

l 长 度 l 0 �= h0b0
3 �/ 4 - 1 �/ 2 1 6

u 速 度 u0 #- 1 �/ 4 1 s/ 2 - 1 _

Q 体 积 流 量 u0 �h0b0 5 �/ 4 - 1 �/ 2 1 6

g * 加 速 度* g*0 �- 5 �/ 4 3 s/ 2 - 1 _

  * 包括与 g* 成比例的各种物理量如温差、密度差等。

应用上面得到的无量纲关系式,通过射流积分模型, 并根据实

验和现场观测资料可得出下列一些可供实际应用的成果。

分区的过渡距离 x t  二维分层剪切流的实验表明, 浮力有

使垂向紊动衰减的作用, 当 F d→1 时,射流的垂向紊动卷吸停止,

因而认为可以 F d = 1作为近区与远区过渡的一个近似准则。由此

出发得出过渡距离 x t 的近似关系式:

x t

l 0 F′d 0
≈ 12A

- 0 . 2
( 6. 316a)

对于 0. 1 ≤ A ≤ 2,
x t

l 0 F′d 0
≈ 15 ( 6. 316b)

  射流最大深度 hma x  定义射流的浮力超值或温度超值小至

可以忽略处的射流穿透深度为射流的最大深度,求得

hm a x

l 0 F′d 0
≈ 0. 42 ( 6. 317)

出现这个最大深度的位置 x ma x为

x ma x

l 0F′d 0
≈ 5. 5 ( 6. 318)

  射流的稳定中线浓度 g
*
cs   在远区混合过程是相当低效的,
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因而射流的中线浓度,例如超温可达到一个稳定状态, 其值可由下

式求得:

g *cs F′d 0

g *0
≈ 1 +

1
F′

2
d 0

- 1/ 2

( 6. 319a)

对于 F′d 0≥3,近似有

g
*
cs F′d 0

g *0
≈ 1 ( 6. 319b)

g
*
cs

g *0
的倒数可作为稳定中线稀释度 S c s , 则对于 F′d 0≥3,近似有

S c s ≈ 1. 0F′d 0 ( 6. 320)

  稳定平均稀释度 S s  定义射流平均稀释度 S = Q/ Q0 ,则和

g
*
c s一样, 可以有一个渐近的稳定值 S s。由分析和实验资料, 对于

F′d0≥3,近似有

S s ≈ 1. 4F′d 0 ( 6. 321)

  射流的卷吸率 E   射流从边界卷吸的流量等于当地卷吸速

度 v e 乘射流界面微元在界面的积分, 即 QE =∫
A

s

ve dA s 。由连续性

关系有

QE = Q - Q0 ( 6. 322)

以 Q0 除之得 E = S - 1 ( 6. 323a)

式中 E = QE / Q0 为射流的总卷吸率。在稳定状态有

E s = S s - 1 ( 6. 323b)

即为总卷吸率与整体稀释度的关系。

射流的卷吸作用包括从侧边卷吸和从底部卷吸,故可将 E s 分

为两部分

E s = E v + E h ( 6. 324)

E v 为垂向卷吸分量, E h 为水平向卷吸分量。由分析及实验对 F d 0′

> 1得下列关系

E v = 1. 2( F′d 0 - 1) ( 6. 325)
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E h = 0. 2( F′d 0 + 1) ( 6. 326)

从上式可见,对于大 F′d 0的情况,射流底部的垂向卷吸作用比射流

侧边的水平卷吸作用大得多, 当 F′d 0很大时, 括号中第二项可忽

略, E v / E h≈6。因此,对于 F′d 0为中等或大值时, 远区侧边环流对射

流的混合能力影响较小。反之,在小 F′d 0或浅水的情况,远区环流

的作用就较显著,此时射流底部的卷吸受到抑制, 上面的关系式就

不适用。

此外, 射流的侧向扩宽和向下扩深的范围以无量纲的曲线表

示如图 6. 50所示。曲线实线从原点开始是按点源考虑, 即不计入

图 6. 50 深水中表面浮射流的扩展 [ 30]
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射流出口的尺度, F′d 0→∞。考虑射流出口的尺度时则为虚线所

示,出口断面的半宽为 1/ A
1/ 2

F′d0 , 深度为 A
1/ 2

/ F′d 0。

浅水的影响  以上讨论的都属于深水情况, 深水中射流底

部卷吸不受限制,卷吸所诱导的流速小, 能保持静压条件。当受纳

水域较浅时, 射流底部卷吸作用受到限制, 卷吸流动要从侧边趋

近, 且在射流下部一个受限的流层范围内,诱导流速较大, 引起较

大的摩阻损耗,压强也低于静压。如水足够浅, 射流变成完全和槽

底接触,垂向卷吸被消除, 射流的动量损耗更多些。结果是减低了

混合能力并使射流断面变形。浅水使射流的性质发生不少变化。

浅水情况的数模工作显然更困难些。下面仍只讨论将上述量

纲分析扩大到浅水情况, 结合实验资料提供一个区分深水与浅水

的准则,以及近似估算稳定稀释度的方法。

设表面射流的泄槽出口是以跌坎的形式和下游水域底面连

接,下游底面水平, 水深 H 为常数。忽略下游底面阻力,在此简化

条件下, 量纲分析中只增加一个变量 H。射流特性参数的无量纲

式( 6. 315)应改为

Φ
*

=
Φ
Φ0 F
′ν
d 0

= f
* x

l 0 F′d 0
,

H
l 0F′d 0

, F′d0 , A ( 6. 327)

当 H 不太小, 射流不接触底面, 仍存在最大穿透深度 hm ax时, 因

hm a x和 l 0 F′d 0相关 (见式 6. 317) , 式 ( 6. 327) 中的 H / l 0 F′d 0项可以

hm a x / H 代替, 则得

Φ
*

= f
* x

l 0F′d 0
,

hma x

H
, F′d 0 , A ( 6. 328)

如果泄槽出口不是跌坎而是斜坡的形式, 上式中的 H 可取出现

hm a x处的水深值,也会近似符合相同的函数关系。

为进一步简化,引入一个衡量浅水影响的稀释折减系数 r s , 定

义为

r s =
S�cs

S cs
( 6. 329)
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S cs为深水射流中线稀释度的推算值, S�cs为浅水射流中线稀释度的

观测值。将 r s 与 hma x / H 的相关按各家实验资料整理如图 6. 51 所

示。从图中可得出两个成果:

( 1) 深水与浅水的分区可以大致按

hm a x

H
= 0. 75 ( 6. 330)

划分。hma x / H < 0. 75, r s= 1为深水区 ; hm a x / H > 0 . 7 5为浅水区 ,

r s< 1。

( 2) 在浅水区范围, 稀释折减系数与 hma x / H 关系可用下式表

示:

r s =
0. 75

hma x / H

0. 75

( 6. 331)

图 6. 51 浅水表面浮射流稀释度折减系数[ 30]

  受纳水域中横流的影响  以上讨论的都属受纳水域是静止

的情况。当表面浮射流射入横流中时,射流受横流作用发生弯曲,

由起始时和横流成一定的入射角 θ0 逐渐转为和横流平行,其物理
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力学作用及发展过程与 6. 5节讨论的横流中的淹没射流类似, 需

要补充的是,在表面泄流是从受纳水域(如河流)的侧边进入, 以后

可能出现两种情况, 一种是射流逐渐在水域中扩展, 不再触及边

界;另一种是射流弯转后不远即接触岸边, 以后即贴附边界继续向

前流动,在近区形成回流, 分别如图 6. 52( a )及( b )所示。出现回流

后射流的卷吸和掺混作用都受到影响,特别是在浅水情况, 其影响

更大。因此确定区分这两种情况出现的准则成为需要研究的项目。

图 6. 52 触岸与不触岸的表面射流 [ 30]

在有横流的情况, 影响射流运动的参数比静止水域情况多了

一个横流的流速 u a, 或其相应无量纲数, 即流速比 R a =
u a

u0
(在 6. 5

节采用流速比 R = u0 / u a , 两者互为倒数) , 以及入射角 θ0 , 因此射
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流特性变量的无量纲函数表达式( 6. 328)应改为

Φ
*

=
Φ
Φ0F′

γ
d0

= f
* x

l 0F′d0
,

hma x

H
, R a, F′d 0 , A, θ0 ( 6. 332)

  对于射流回触岸边的准则, Ra 大时容易发生触岸, hm a x / H 包

括了浮力和环境水深的作用, 所以这两个因素是主要的。文献

[ 30]定义近岸折减重力加速 g
*
b >

1
2

g
*
0 时作为射流触岸的标准,

收集了前人许多实验资料整理, 点绘在 R a～hm a x / H 的对数格纸

上,发现在低 R a, 低 hm ax / H 时大都是不触岸的。对于水域很深, 当

hm a x / H < 0. 1 时,任何情况都不发生触岸。建议在 θ0 = 90°时, 下式

可作为射流回触岸边的准则:

Ra > 0. 05
hm a x

H

- 3/ 2

( 6. 333)

  对于深水中不触岸情况的射流轴线轨迹,应和 m 0、B 0 及 u a 有

关,该文给出 θ0 = 90°时的无量纲函数如下:

y
m

1/ 2
0 / u a

= f
x

m
1/ 2
0 / u a

,
B

1 / 2
0

m
1/ 4
0 u a

( 6. 334)

或
yR a

l 0
= f

x Ra

l 0
,

1
R aF′d 0

( 6. 335)

这个函数关系还未能定出。可以看到括号中的第 2 项( Ra F′d 0 )
- 1
是

代表浮力作用的,当 Ra F′d 0n 1,浮力作用是重要的;反之如 Ra F′d 0

m 1, 则浮力作用是次要的。对于无浮力射流, 这项可以去掉。

W right
[ 31]
对淹没射流, 曾给出下列关系式:

  对射流的前段
x R a

l 0
= 2. 0

yR a

l 0

1/ 2

( 6. 336)

  对射流的后段
x R a

l 0
= 2. 0

yR a

l 0

1/ 3

( 6. 337)

将前人许多表面浮射流的实验资料点绘
x Ra

l 0
～

yR a

l 0
的关系如图

6. 53所示, 可以看到实验点基本上和上两式的线相当接近, 表明
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其变化趋势是颇为一致的。当然这里有一定的系统偏差, 反映浮力

影响的存在。

图 6. 53

近年在表面浮射流方面的研究工作很多, 上面只介绍了其中

一种方法及其主要成果。

我国水利水电科学研究院冷却水所对电厂排放的热水射流做

过不少研究工作, 对二维温差出流的局部掺混研究
[ 3 2]

, 冷却池的

物理模型试验和数值模型计算都有不少成果。近年还开展了应用

紊流 k-ε二方程模型计算浮力回流, 取得一定的成果
[ 33]
。

例题 6. 5 某热电厂的冷却水(热水)从排水渠末端口门泄入

一个浅水湖中,渠道末端为一跌坎, 出口水深 h0 = 1. 5m ,口门宽 b0

= 3. 0m , 流速 u0 = 1. 5m/ s , 湖内水深 H = 4. 0m , 排出水温 T 0 =

36. 5℃, 密度ρ0 = 993. 5k g/ m
3
,湖水自然水温 T a= 22. 5℃, 密度ρa
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= 997. 3kg/ m
3
。求泄出冷却水在湖内扩散后达到的稳定中线稀释

度。

[解]  已知 h0 = 1. 5m , b0 = 3. 0m, u0 = 1. 5m/ s , H = 4. 0m。

则  深宽比 A = h0 / b0 =
1. 5

3
= 0. 5

  特性长度 l 0 = ( h0b0 )
1
2 = 4. 5 = 2. 12m

现 热水密度ρ0 = 993. 5kg/ m
3 ,湖水密度 ρa = 997. 3k g/ m

3 ,

计算

g *0 =
ρa - ρ0
ρa

g =
997. 3 - 993. 5

997. 3
g = 0. 0038g

F′d 0 =
u0

( g
*
0 l 0 )

1/ 2 =
1. 5

0. 0038× 9. 8× 2. 12
= 5. 34 > 3

  由式( 6. 320)可得不考虑底面影响时的稳定中线稀释度

S cs =
g
*
0

g *cs
≈ F′d 0 = 5. 34

射流最大深度 hm ax可由式( 6. 317)推求

hm ax ≈ 0. 42l 0 F′d 0 = 0. 42× 2. 12× 5. 34 = 4. 75m

hma x

H
=

4. 75
4. 0

= 1. 188 > 0. 75属于浅水情况

稀释折减系数 r s I=
0. 75

hma x / H

0. 75

=
0. 75

1. 188

3 / 4

= 0. 709

故浅水情况的稳定中线稀释度为

S�c s = r sS cs = 0. 709× 5. 34

= 3. 78

  限于篇幅,在本章只介绍了上面几节主要内容。和环境工程有

关的其他种类射流还有不少, 如浅水淹没射流, 多孔射流, 附壁射

流, 波浪中与回荡水流中的射流等, 读者可参考有关射流的专著

[ 21, 24, 34]和近年有关文献[ 49, 50]。
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第七章 分 层 流

7. 1 概  述

  目前在欧美分层流( s tratified flow s)是指密度不均匀的流体

运动, 在可压缩气体则是指熵不均匀的流动
[ 3 5]
。在日本称为密度

流 [ 9]。我国从 50 年代开始, 采用了异重流的名称, 相应于国外

densit y curren ts 的内容。

实际流体中出现分层的现象是相当多的。例如, 对于静止流体

情况, 大气由于重力作用, 近地面密度大, 高空密度小而形成各种

层次;深的湖泊、水库和海洋由于日照作用, 表面温度高、密度小,

深层温度低、密度大, 常出现明显的分层。这些情况中流体内部密

度的变化主要在铅垂方向,在水平方向则几乎没有变化。对于流动

的流体情况, 如水库中由河流注入水库的含沙浑水在一定条件下

会在库底形成一股潜流, 称为泥沙异重流;工业冷却水排入河、湖

中时,沿表面水温高, 下部水温低,也会发生温差异重流;在河流出

口处, 淡水与海中盐水会出现明显的分界面, 称为盐水楔;但也有

淡水和盐水良好混合, 没有明显分界面形成密度连续梯度的变化

情况。前章讨论的浮羽流和浮射流也是有密度连续梯度变化的例

子。因此分层流可分为两种类型:一种是密度不同的流体有明显的

内部分界面( interface)的分层流;另一种是密度不同的流体相互

掺混形成连续密度梯度场的分层流。

根据这些现象。可以对分层流作这样的理解:在重力场中密度
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(或熵)不均匀的流体形成有层次的流动, 其密度变化主要在铅垂

方向而形成近于水平的层次。当各层流体存在明显的内界面则常

称为异重流,是本章主要讨论的内容。

流体密度差形成的原因主要为温度、含沙量或含盐量的差异。

一般冷热水的温度差为 ΔT = 10℃时,两者的相对密度差 Δρ/ρ≈

0. 003;含沙浑水与清水的 Δρ/ρ≈0～0. 02;海水和淡水的 Δρ/ρ≈

0. 02～0. 03。

下面按流动性质取对环境有关内容进行讨论。

7. 2 静止流体的分层与稳定

一、湖泊、水库和海洋中水体的分层

  一般较浅的静止水体中密度变化不大,多不考虑分层。在较深

的水体如湖泊、水库和海洋中, 则常要考虑水体温度垂向变化的影

响。

湖泊和水库中水体的垂向温度分布随季节而变化。早春时接

近等温状态, 其后因太阳辐射受热, 表层变暖, 邻近表面的涡旋和

对流作用产生垂向混合,形成一个温度相当均匀的近面水层, 称为

温水层( epilimion)。在深层的水体仍保持低温状态, 称为深水层

( hypolimion)。两者之间有一层温度急剧变化的过渡水层, 称为温

跃层或斜温层 ( metalimion ) , 该层中温度梯度最大的点称为温倾

点( th ermocline) , 如图 7. 1 所示。这个较稳定的分层结构维持至夏

末秋初,秋凉后水面变冷, 冷水密度大,下面的暖水密度小, 这种情

况是不稳定的, 因而产生自然对流, 促进垂向混合, 使水体的温度

又趋于均匀状态。这种湖泊和水库中出现的水体分层现象, 对水中

营养物质、污染物质和生物成分的分布都会有影响。人们还可利用

这种水体沿垂向分层的特征,考虑在不同高程取水, 以满足工业或

农业上对适宜水温的用水需要,这就提出选择取水问题的研究。
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图 7. 1 湖泊和水库的温度分层

在海洋中同样存在海水分层的现象,因海水很深, 各层的尺度

就较大。在温度方面,海洋的垂向剖面也呈现三层结构, 如图 7. 2

( a)所示。在低纬度地区的全年和中纬度地区的夏季,表层出现温

水层,由于波浪产生垂向混合, 温水层的厚度可达 500m。在赤道带

其温度为 20～25℃。温水层以下为温跃层。再以下为很冷的深水

层, 其底部附近的温度在 0～5℃的范围。在南、北极地区, 这三层

为一个单一的冷水层所代替,如图 7. 2( c)。在低纬度地区盐度也

有三层结构如图 7. 2( b)所示。在较薄的表层是一个均匀的高盐度

层, 表层下面是一个盐度迅速减小的盐跃层( halocline) ,这层以下

是一个较均匀的低盐度深层。

二、大气的分层

由于地球的引力作用、太阳的辐射及其他因素的影响, 整个大

气的构造是复杂而不均匀的。目前世界气象组织根据大气的温度
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图 7. 2 海洋的分层结构

和水气的铅垂分布、扰动程度、电离现象等不同性质, 统一规定将

大气在铅垂方向分为 5 层,由下而上依次为:对流层、平流层、中间

层、热成层和外大气层。和地球环境关系较密切的最接近地面的对

流层又可分为对流下层、对流中层、对流上层和对流层顶。各层的

高度和温度范围如图 7. 3 所示。在平流层,气流以水平运动为主,

平稳而无云,扩散作用十分缓慢。能吸收太阳紫外线从而对地球环

境有重要影响的臭氧层即在平流层内。在对流层则有强烈的对流
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图 7. 3 大气的分层

运动,高低层的气体产生交换与混合。对流上层中有强风, 风速达

30m / s。对流中层的上部的气压约为 1/ 2个大气压, 在这层有云并

发生降水。对流下层受地面引起的摩阻影响较大, 对流和紊动均较

强, 昼夜温差大, 可达 30～40℃。在对流层中,平均每升高 100m,

温度约降低 0. 65℃, 温度和湿度的水平分布也不均匀。

三、大气的平衡

在高度差不太大的范围内可不考虑气体的压缩性,压强与高

度的关系为 dp = w dz , w 是大气的重度,可看作常数。在高度差范

围较大如达几公里时,就要考虑压缩性。现限于讨论较为重要的等

温情况,此时气体的重度与压强成正比:
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w = w0
p
p 0

( 7. 1)

式中 p 0 和 w0 是地面 z = 0处大气的压强和重度, p 和 w 是高度为

z 处的压强和重度,于是有

 ∫
z

0
dz =∫

p
0

p

dp
w

以式( 7. 1)代入得

z =
p 0

w 0
∫

p
0

p

dp
p

=
p 0

w 0
ln

p 0

p
( 7. 2)

图 7. 4

式中 p 0 / w0 为地面上等重度 w0 的

气柱高, 即均质大气高度, 以 H 0 表

示,则

z = H 0 ln
p 0

p
( 7. 2a)

对于高度为 z 1 及 z2 两点的压强为

p 1 及 p 2 , 就得

z1 - z 2 = H 0 ln
p 2

p 1
 ( 7. 3)

此式一般称为气压高度公式。或写

为

p = p 1e
- ( z - z

1
) / H

0  ( 7. 4)

表示压强在垂向分布的关系, 如图

7. 4所示。这个关系可用于计算大气压及通过测量气压差来确定

某处的高程。

四、分层流体平衡的稳定

对于不可压缩流体, 当密度随高度增加而减小, 即
dρ
dz

< 0 时,

如果在流体中的一个微团因受扰动而向上移动, 此时周围 流体的
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密度小于微团本身的密度, 微团受到的浮力小于重力, 微团将下

沉;反之, 如微团向下移动,浮力将大于重力而使微团回升, 故两种

情况下微团都能恢复到平衡位置。所以这种密度分布的分层是稳

定的。相反,如果
dρ
dz

> 0, 按同样推理可知是不稳定的。

对于可压缩流体,当微团移动进入不同压强的区域后, 本身的

密度也随之改变,故稳定与否不能用上述的简单分析, 而要看微团

密度改变后与周围流体密度的比较才能确定。设微团向上移动, 移

动前的压强为 p 1 , 密度为 ρ1 与周围流体相同,上移后密度改变为

ρ�2 , 按等熵过程应有下列关系

p 2

ρ�
γ
2

=
p 1

ρ
γ
1

( 7. 5)

式中γ= cp / cV , cp 为定压比热, cV 为定容比热。熵 s 的表达式为

s = cV ln
p
ρ
γ + cons t ( 7. 6)

如果熵随高度增加而增加,即
ds
dz

> 0亦即
d

dz
p
ργ

> 0, 则对周围流

体有

p 2

ρ
γ

2

>
p 1

ρ
γ

1

和式 ( 7. 5)比较可见 ρ2 < ρ
�

2 , 微团所受浮力小于重力而下沉, 恢复

原来平衡位置。如果微团向下移动, 按同法分析可知受到的浮力会

大于重力,使微团回升, 也能恢复平衡。所以稳定分层的分布条件

是熵随高度增加,即
ds
dz

> 0,或
d
dz

p
ρ
γ > 0。反之, 如果

ds
dz

< 0, 则按

同法可推知是不稳定的。

在大气中绝热分层的特征是, 大约每升高 100m, 温度下降

1℃。可推证如下:由绝热关系

w = w0
p
p 0

1
γ
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代入 dp = - w dz 关系式,积分可求得

z =
γH 0

γ- 1
1 -

p
p 0

( γ- 1) /γ

  H 0 =
p 0

w 0

或 p = p 0 1 -
γ- 1
γ

z
H 0

γ/ (γ- 1)

由状态方程及 p 0 / w0 = H 0 可得

RT
mg

=
p
w

= H 0 -
γ- 1
γ

Z

因此

dz
dT

= -
γ
γ- 1

R
mg

对于常温的空气, R / mg = 29. 4m / K, 所以
dz
dT

= - 102m/ K。小于这

个温度降低率就表示大气是稳定的。通常在自由大气中不存在大

于 1℃/ 100m 的情况, 因为这相应于不稳定状态。但当地面的温度

高于邻近地面的空气的温度时会发生这种情况, 此时空气就会不

平衡而到处上下对流。

7. 3 明槽中二层异重流

对于流动状态下的分层流体, 将从明槽中二层异重流开始讨

论。这是水环境中常遇到的重要而又较简单的情况, 可按不可压缩

一维的二层流动分析。

先引入密度弗劳德数 F d , 也称内部弗劳德数的概念。考虑在

静止流体的下部潜入一股较重的流体, 越过障碍物下流如图 7. 5

所示。流体的密度上层为ρ1 ,下层为 ρ2 , ρ2 > ρ1 , 两层流体间具有明

显的内界面。忽略粘滞性,则内界面上流速可不连续, 但压强则是

连续的。取内界面上在障碍物上下游的两点 a 和 b, 对下层流体应

用伯努利方程可写
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图 7. 5 明槽二层异重流

p a + ρ2
u

2
a

2
+ ρ2 g za = p b + ρ2

u
2
b

2
+ ρ2 gz b ( 7. 7)

对上层静止流体有

p a + ρ1g za = p b + ρ1g zb ( 7. 8)

令 H = z a - zb Δρ= ρ2 - ρ1

将( 7. 7)、( 7. 8)两式相减可得

u
2
b - u

2
a

2
=
Δρ
ρ2

g H ( 7. 9)

如果上层流体为空气, 下层流体为水, 则
Δρ
ρ2
≈1。上式就和明槽中

水流的情况相同。由此可以推论, 异重流的下层流动可以用一般明

槽水流比拟,只需将重力加速度 g 乘以一个折减系数ε, ε=
Δρ
ρ
。εg

也有用 g
*
表示, 称为折减重力加速度。

在一般明槽水流, 衡量惯性力与重力对比的无量纲数是弗劳

德数 F r = u/ g L。在二层异重流, 衡量惯性力与有效重力对比的

无量纲数相应为密度弗劳德数 F d :

F d =
u

Δρ
ρ

g L

=
u

εg L
=

u

g * L
( 7. 10)
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式中 L 为特征长度, 一般用水深 h ; u 为特征流速, 一般用断面平

均流速 V。事实上密度弗劳德数 F d 是表征异重流特性的一个重要

参数,它比弗劳德数 F r 更具普遍性。

下面分别介绍几种定常的二层异重流情况。

一、下层均匀流动

这种流动是设上层流体基本上静止,下层流体作沿程等速的

均匀流动。当浑水潜入深水库的底部, 在底坡上作长距离的流动时

会近似出现这种均匀流,事实上是一种极限情况。

如上层水深很大,由下层拖曳诱生的上层中的流速是很小的,

可以忽略。下层流动的情况如图 7. 6 所示。按二维流动考虑, 对于

均匀流重力和阻力平衡,就有

τb + τi = ρ2εg h2s inθ ( 7. 11)

图 7. 6 下层均匀异重流
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式中 τb 为底面切应力,τi 为内界面切应力, h2 为水深,θ为底坡,ρ2

为密度。具有不能忽略的内界面阻力, 这是和有自由面的明槽均匀

流不同之处。切应力呈直线分布, 从底面最大值 τb 递减至最大流

速 um 处变为零, 再增至内界面为τi。令τi= ατb ,由图 7. 6可推得

α=
τi
τb

=
1 - ym / h2

ym / h2
( 7. 12)

故τi 取决于槽底切应力和最大流速点的位置。将式( 7. 12)代入式

( 7. 11)消去τi得到

τb =
1

1 + α
ρ2εg h2 sinθ ( 7. 13)

而τb 也可表示为 τb =
f b

4
ρ2

V2

2
( 7. 14)

式中 f b为槽底摩阻损失系数 , V为下层的断面平均流速。比较

( 7. 13)、( 7. 14)两式可得

V = 8εg
h2 sinθ

f b ( 1 + α)
( 7. 15)

此式即为明槽均匀流的通式。对于有自由面的明槽水流,εg = g ,α

= 0, h2 = R, R 为水力半径, 令 s inθ= ib , 8g / f b = C, 式( 7. 15)就

成为谢才公式:

V = C Rib ( 7. 16)

  如流动为层流,内界面光滑而清晰, 依本和哈利曼( Ippen, A .

T . and Harleman, D. R . F , 1952)曾分析得到切应力比 α和摩

阻系数 f 与雷诺数的关系
[ 3 7]。定常均匀层流的运动方程为

-
�
�x

p
ρ2

+ g z + ν
d

2
u

dy
2 = 0 ( 7. 17)

则水力坡度为

-
�
�x

p
ρ2 g

+ z =
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= -
�
�x
ρ1 g H 1 + ρ2g ( h2 - y ) cosθ

ρ2 g
+ ( z b + ycosθ)

因 H 1 + H 2 = const , -
�H 1

�x
=
�H 2

�x
,上式可写为

-
�
�x

p
ρ2g

+ z = -
�
�x
ρ2 - ρ1
ρ2

H 2 = εs inθ ( 7. 18)

将上式代入式( 7. 17)得

ν
d2 u
dy2 = - εg sinθ ( 7. 19)

在边界条件: y = 0 时 u = 0; y = h2 时 u= u i 之下,将式( 7. 19)积分

两次得到流速分布 u( y)以及断面平均流速如下:

u =
h

2

2εg sinθ
2ν

y
h2

-
y

2

h
2
2

+ u i
y
h2

( 7. 20)

V =
u i

2
+

1
6

h
2
εgs inθ
2ν

( 7. 21)

引入无量纲参数 J :

J =
νV

h
2
2εg sinθ

=
V2

εg h2
¡¤

1
Vh2 /ν

¡¤
1

s inθ
=

F
2

d

Re ¡¤sinθ
( 7. 22)

式中取 F d =
V

εg h2

, Re=
Vh2

ν
。

可见 J 数表示粘性力与有效重力的对比。应用 J 数可将流速分布

关系式写为

u
V

= 1 + 2
y
h2

-
1

2J
y
h2

2

+
1
3

y
h2

-
1

12
( 7. 23)

由 此并可求得最大流速 um的位置 ym 及内界面流速 u i与 um 的

关系:

y m

h2
= 2J +

1
3

( 7. 24)

u i

um
=

12J - 1

12J
2

+ 4J +
1
3

( 7. 25)
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由式( 7. 15)得

f b =
8

1 + α
εg h2s inθ

V2 =
8

1 + α
s inθ
F

2
d

=
8

( 1 + α) J Re
 

( 7. 26)

由实验求得y m / h2≈0 . 6 1, u i / um≈0 . 5 9。故由式 ( 7. 2 4 )得 J =

0. 14,由式( 7. 12)得 α= 0. 64。用这些数值得

V =
0. 14h

2
2εg s inθ
ν

( 7. 27)

f b =
35. 3
Re
  f i =

22. 6
Re

( 7. 28)

这些成果得到 Re=
Vh2

ν
≤1000的层流实验的证实。当雷诺数再增

大,下层流动将转变为紊流。

当下层流动为紊流,内界面上发生掺混, 就难以详细分析。根

据巴塔 ( Bat a)等的实验, 最大流速的位置在 ym / h2≈0. 7 处, 相应

的α= 0. 43。看不到流动随 Re数系统变化。对于摩阻系数 f b , 如近

似采用明槽水流的公式, 例如曼宁公式 f b = 8gn
2
/ h

1/ 3
, 则由式( 7.

15)可得平均流速的近似公式
[ 9 ]

:

V =
1
n

h
2/ 3
2 εsinθ

1 + α
( 7. 29)

式中 n 为糙率,α可取 0. 43。

二、二层定常非均匀渐变流方程

实际出现的明槽二层异重流如水库中的泥沙异重流和冷却水

排放的温差异重流等多为非均匀流。现从普遍的情况讨论, 图 7. 7

表示二层非均匀渐变的异重流, 上下层的密度为 ρ1 和 ρ2 , ρ2 > ρ1

的情况。底坡和内界面坡均不大,属渐变流, 断面上压强为静压分

布,可和明槽水流一样按一维总流处理, 只是在下层流中将重力改
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图 7. 7 二层非均匀异重流

为有效重力,即将 g 改为
Δρ
ρg = εg。现对两层分别列出其运动方程

组如下。

上层流动的能量方程为

1
g
�V1

�t
+
�
�x
α1 V

2

1

2g
+
�
�x

z1 +
p 1

ρ1g
+
�h f

1

�x
= 0 ( 7. 30)

因
�
�x

z1 +
p 1

ρ1g
=
�
�x

( z 0 + h1 + h2 ) ,
�z 0

�x
= - ib ,
�h f

1

�x
= if1 ,

式( 7. 30)成为

1
g
�V1

�t
+
�
�x
α1 V

2
1

2g
+
�h1

�x
+
�h2

�x
- ib + if1 = 0 ( 7. 31)

连续方程为
�A1

�t
+
�Q1

�x
= 0 ( 7. 32)

对于宽矩形槽为
�h1

�t
+
�
�x

( V1h 1 ) = 0 ( 7. 33)

  下层流动的能量方程为

1
g
�V2

�t
+
�
�x
α2 V

2
2

2g
+
�
�x

z2 +
p 2

ρ2g
+
�hf

2

�x
= 0 ( 7. 34)

因
�
�x

z 2 +
p 2

ρ2 g
=
�
�x

z 0 + h2 +
ρ1 g h1

ρ2 g
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= - ib +
�h 2

�x
+
ρ2 - Δρ
ρ2
�h1

�x

�h f2

�x
= if2 ,

式( 7. 34)成为

1
g
�V2

�t
+
�
�x
α2 V

2

2

2g
+ 1 -

Δρ
ρ2
�h1

�x
- ib + if2 = 0 ( 7. 35)

连续方程为
�A2

�t
+
�Q2

�x
= 0 ( 7. 36)

对于宽矩形槽为

�h2

�t
+
�
�x

( V2h 2 ) = 0 ( 7. 37)

式中 A1、A2 分别为上、下层的过水断面, Q1、Q2 分别为上、下层的

流量, if1、if2分别为上、下层的摩阻坡度。

对定常流动
�
�t

= 0 , 宽矩形槽α= 1 , 并引入密度弗劳德数

\ = F d 1 = V1 εgh1 , F d 2 = V2
εg h2 ;ε=

Δρ
ρ2

,

又因
d

dx
V2

2g
=

d
dx

q
2

2gh
2

2

= -
q2

g h3

dh
dx

= -
ε
εg

V2

h
dh
dx

= - εF
2
d

dh
dx

,

q 为单宽流量, q= Vh ,代入能量方程( 7. 31)、( 7. 35) ,分别得

  上层: ( 1 - εF
2
d 1 )

dh1

dx
+

dh2

dx
= ib - if1 ( 7. 31a)

  下层: ( 1 - ε)
dh1

dx
+ ( 1 - εF

2

d 2 )
dh2

dx
= ib - if2 ( 7. 35a)

从上两式可解出

dh1

dx
=

- F
2
d2 ( ib - if1 ) +

1
ε

( if2 - if1 )

1 - F
2

d 1 - F
2

d 2 + εF
2

d1 F
2

d2

( 7. 38)

dh2

dx
=

- F
2
d1 ( ib - if2 ) +

1
ε

( if1 - if2 ) + ib - if1

1 - F
2

d 1 - F
2

d 2 + εF
2

d 1 F
2

d 2

( 7. 39)
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式中上、下两层的摩阻坡度(单位距离上的沿程水头损失)为

if1 =
τi
ρ1g h1

=
f i

8
©¦V1 - V2 ©¦( V1 - V2 )

g h1
( 7. 40)

if2 =
τb - τi
ρ2 g h2

=
f b

8
©¦V2 ©¦V2

g h2
-

f i

8
©¦V1 - V2 ©¦( V1 - V2 )

g h2

( 7. 41)

  ( 7. 38)、( 7. 39)两式是二层定常非均匀渐变流的基本关系式,

在普遍情况下求解还是困难的。但在特殊情况下, 如其中有一层的

流速为零, 并设 f i 和 f b 均为常数, 则能解出水深的变化, 从而定

出内界面的形状。水库中的含沙异重流是上层 V1 = 0的例子。河

口的盐水楔及工业冷却水沿表面排入深湖的温差异重流则是 V2

= 0的实例。

在式( 7. 38)、( 7. 39)中, 当分母等于零时,
dh
dx
→∞, 为临界流

态。如忽略εF
2

d 1 F
2

d 2项, 则在临界断面处有下列关系

1 - F
2

d1 - F
2

d 2 = 0 ( 7. 42)

三、盐水楔

在河口当河流的淡水流入海中盐水之内时, 就会在一定范围

内出现盐水、淡水分界的二层流动, 称为盐水楔( saline wedge)。设

盐水楔中下层海水基本上静止, V2 = 0, 主要只有上层淡水的流

动,如图 7. 8所示。则按上面分析可推求内界面的形状如下。

水面坡度为

I w = -
d

dx
( z0 + h 1 + h2 ) = ib -

d
dx

( h1 + h2 )

以式( 7. 38)、( 7. 39)代入, 并忽略分母中的εF
2
d 1 F

2
d 2项, 得

I w =
if1 ( 1 - F

2

d 2 ) - if2 F
2

d 1

1 - F
2
d 1 - F

2
d 2

( 7. 43)
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图 7. 8 盐水楔

现 V2 = 0, F d2 = 0, 由式( 7. 43)及式 ( 7. 38)得 I w /
dh1

dx
= 0(ε) , 即水

面坡度比内界面坡小得多,故可认为水面近似是水平的。同时河口

段底坡也可近似取 ib = 0,则 h1 + h2 = h = const。再以式( 7. 40)的

if1代入式( 7. 38) , 得到

dh1

dx
=

-
f i

8
F

2

d 1

h
h - h 1

1 - F
2

d 1

=

-
f i

8
q

2
1

εg h
3

1

h
h - h1

1 -
q

2

1

εg h
3
1

( 7. 44)

在河口入海的淡水已扩展成薄层, 则可考虑在河口断面临界流动

的条件成立,即 1- F
2
d1 = 0,该处水深为临界水深

h1c =
q

2
1

εg

1/ 3

( 7. 45)

令 η=
h1

h
, F d 0 =

q1

εg h
3
1

, ηc =
h1c

h
= F

2/ 3

d 0 , 并设内界面的摩阻系数 f i

为常数,式( 7. 44)的积分成为
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 ∫
η

η
c

( 1 - η) -
1

F
2

d 0

η
3
( 1 - η) dη=

f i

8
x
h

( 7. 46)

由上式 x～h1 的关系即可得到盐水楔的内界面形状。取 x = - L, η

= 1即可得计算盐水楔长度 L 的关系式

f i
L
2h

=
1

5F
2

d 0

- 2 + 3( F d 0 )
2 / 3

-
6
5

( F d 0 ) 4 / 3
( 7. 47)

  摩阻系数 f i 值对计算结果影响很大。f i 值的测定,可按实测

的楔长 L 用式( 7. 47)求 f i 的平均值;也可应用式( 7. 44)求局部的

f i 值。也有通过实验资料的整理, 得到计算 f i 的经验公式, 日本今

子安雄( 1966)提出的经验公式为 [ 9]

f i = 0. 8
V

3

1

νεg

- 1/ 2

( 7. 48)

  上面分析假定 V2 = 0,实际上由于上层流体的拖曳作用, 下层

盐水会出现一定的回流。内界面流速 ui约为 0. 6V1。实际中如考

虑潮汐引起水流的回荡,则分析海水入侵问题就更复杂些。

四、内水跃

二层流的内界面在一定条件下会出现突然升高(或降低)的现

象称为内水跃( internal hydraulic jump)。这时流动参量发生强间

断。这种现象在大气和水流中都会发生。国外对内水跃的研究不

少,主要在 50 年代
[ 36 ]
。现扼要介绍易家训和古那( Guna)的工作。

他们分析时应用一维总流的动量方程和连续方程, 并设内界面和

底面的摩擦阻力可以忽略,认为水跃前后的流动其断面上的压强

可用静压分布近似,对底面为水平的情况进行分析。实际上和分析

一般明槽中水跃的方法相同。

设内水跃前后的流动如图 7. 9所示。其中( a) 为内界面突升

的情况, ( b ) 为内界面突降的情况。q= Vh 为单宽流量,其余符号

意义和前面相同, 下标 1 表示上层流体, 下标 2 表示下层流体, 有
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图 7. 9 内水跃

上标“′”的表示水跃后的量,无上标的表示水跃前的量。

对下层流体在水平方向应用动量方程后,得

ρ2 q
2
2

1
h′2

-
1
h2

= h2 h1ρ1 g +
1
2

h
2
2ρ2g

+
1
2

( h1 + h
′
1 ) ( h
′
2 - h2 )ρ1 g - h

′
2 h
′
1ρ1 g -

1
2

h
′2
2 ρ2g ( 7. 49)

式中左边为动量通量的变化,右边为作用于上游断面、水跃面及下

游断面的压力。令

a2 =
q

2
2

g
  r =

ρ1
ρ2

代入上式,成为

2a 2 ( h2 - h
′

2 ) = h2 h
′

2 ( h2 + h
′

2 ) [ r ( h1 - h
′

1 ) + ( h 2 - h
′

2 ) ]

( 7. 50)

  对上层流体应用动量方程,同法可推得

2a 1 ( h1 - h
′

1 ) = h1 h
′

1 ( h1 + h
′

1 ) [ ( h1 - h
′

1 ) + ( h2 - h
′

2 ) ]

( 7. 51)

式中 a 1 =
q

2

1

g

  在给定 h 1 和 h2 后, 可以联立解方程 ( 7. 50)和( 7. 51) , 求出共

轭水深 h
′

1 和 h
′
2。因这些方程式都是三次方程式, 一般应有 9个解,
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但其中一个即 h1 = h
′

1 , h2 = h
′

2 无意义,有物理意义的只能是实正数

的解。当用图解法分析时,即取
h
′
2

h2
及

h
′
1

h1
为坐标, 分别从方程( 7. 50)

及( 7. 51)的解各作三条曲线, 两组曲线的交点代表共轭水深,但 9

个交点中只有落在第一象限的才是物理上能够存在的共轭状态。

据易家训等分析结果,最多只能有 3个共轭状态。如其中有一层流

动的密度弗劳德数 F d 特大而成为主导, 则只有一种共轭状态, 由

下游条件决定唯一的解。

在特殊情况,其中一层流体为静止, 则内水跃方程和自由水面

的水跃方程相似, 只是将弗劳德数 F r 改为密度弗劳德数 F d。如上

层流体静止, a 1 = 0, 由方程( 7. 51)得出

h
′
2

h2
=

1
2 1 + 8F

2
d 2 - 1 ( 7. 52)

成为正水跃(图 7. 9a)。如下层流体静止则得

h
′

1

h1
=

1
2 1 + 8F

2
d 1 - 1 ( 7. 53)

成为逆水跃(图 7. 9b)。易家训等曾做实验对正水跃及逆水跃进行

验证。实验结果虽然和上两式比较接近, 但似乎也看出共轭水深不

仅与密度弗劳德数有关, 而且还和上下层流体的密度比有一定关

系。当密度弗劳德数 F d 及密度比 r 增大时,摩阻力(特别是内界面

上的阻力)变得更为重要
[ 3 6]
。

7. 4 内波及内界面的稳定

一、内波种类

  稳定的分层流体中, 流体的微团受到扰动而又具有恢复到原

来 平衡位置的倾向所产生的内部波动, 称为内波 ( internal

w aves)。内波按其形式可分为辐状波、背风波、界面波和孤立波等
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几种。

辐状内波是指从扰动源以辐射状沿与铅垂轴成一定角度的方

向传播的内波。

这里引入一个和内波有关的重要参数, 称为布伦特-韦伊塞莱

频率( Brunt-Va�isa�la�frequency) , 以 N 表示。设流体微团在铅垂方

向上移一个距离Δz ,其密度保持为 ρ0 , 周围流体的密度为 ρ0 +
dρ0
dz

Δz , 则所受的浮力为 - g
dρ0
dz
Δz。忽略粘性作用, 控制运动的方程

为

ρ0
d2Δz
dt

2 = g
dρ0
dz
Δz ( 7. 54)

或
d

2
z

dt
2 =

g
ρ0

dρ0
dz
Δz = - N 2Δz

式中 N = -
g
ρ0

dρ0
dz

1/ 2

( 7. 55)

dρ0
dz
是负值。在恢复力作用下,流体微团将绕它的原来位置以角频

率 N 作振荡。如果波动的方向(波前的法线方向)与铅垂方向成 θ

角,波动的角频率为 ω,则
[ 4 ]

ω= N ©¦sinθ©¦ ( 7. 56)

故可能存在角频率在 0～N 之间的内波, 亦即 N 是内波可能的最

高频率, 当扰动的频率 ω> N 时, 这种扰动就不可能在流体内传

播。在海洋底部 N
2
n 1,在温跃层中 N

2
m 1, 故对某一给定的扰动

频率ω,只能在某个深度范围内有波。在不分层的流体中 N = 0, 不

会产生内波。

背风波是指分层流体越过障碍物时,在下游产生的内波。山的

背风面常存在忽上忽下的气流称为大气背风波, 是气象方面一个

重要的现象。

孤立内波是指在分层流的内界面上一个有一定波高的单波,
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它是一种在内界面上推进的移动波。孤立波的波长理论上是无限

长,因为它的波轮廓线是以未干扰的内界面为渐近线。孤立波的理

论研究工作很多。

界面内波是两种不同密度的流体的内界面上在重力作用下发

生的波,是一种摆动波。下面对它的性质和分析作些介绍。

二、界面内波的运动

现讨论二层异重流内界面上的波动。这个问题的研究工作很

多,著名的有凯尔文-海姆霍兹( K elvin-Helmholtz)理论,这理论是

在理想流体的前提下, 令上下层流动分别为等速流而二者的速度

不同,在分界面上设可存在滑动速度来处理。日本浜田德一和加藤

始( 1962)不用这个等速假定, 而在设流速为直线分布的条件下提

出一个理论分析, 对于界面上有速度的滑动或速度为连续分布都

可适用 [ 9]。下面介绍浜田-加藤理论。

如图 7. 10 所示, 坐标原点取在无波时的界面上, 沿流向为 x

图 7. 10 二层异重波的界面内波

轴, y 轴向上, η为波面坐标, c为波速,其他符号意义与前同。忽略
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粘滞性,考虑理想流体的二维流动。将波动时的流速分解为平均速

度和扰动速度 , 平均速度用大写字母表示 , 在本情况为U1 ( y ) ,

U 2 ( y) , V1 = V2 = 0;扰动速度用小写字母 u j , vj 表示 ( j = 1, 2)。当

忽略高阶项后,描述运动的欧拉方程成为

�u j

�t
+ U j
�u j

�x
+ vj
�U j

�y
+

1
ρj
�p j

�x
= 0

�vj

�t
+ U j
�v j

�x
+ g +

1
ρj
�p j

�y
= 0

( 7. 57)

连续方程为  
�u j

�x
+
�vj

�y
= 0 ( 7. 58)

(下标 j = 1 为上层, j = 2为下层, 不相加)

边界条件为:

 
 

y = h1 , v1 = 0; y = - h2 , v2 = 0

在内界面  y = η, p 1 = p 2

( 7. 59)

由界面上质点运动的条件有

vj =
Dη
Dt

=
�η
�t

+ U j 0
�η
�x
  ( j = 1, 2) ( 7. 60)

  从( 7. 57)两式中消去压强 p ,并考虑到式( 7. 58)后得到(以下

略去下标 j )

�ω
�t

+ U
�ω
�x

+ v
d 2 U
d y 2 = 0  ω=

�u
�y

-
�v
�x

( 7. 61)

  将界面上发生的内波波形用复数表示为

η= a eik( x - ct ) ( 7. 62)

将二维流动的流函数ψ( x , y , t)用分离变量的形式表示为

ψ= φ( y ) eik( x - ct ) ( 7. 63)

通过计算 u= -
�ψ
�y

, v=
�ψ
�x
及 ω, 式( 7. 61)成为

( U - c)
d

2
φ

dy
2 - k2φ -

d
2
U

dy
2φ= 0 ( 7. 64)
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此式中有
d

2
U

dy 2项,在普遍情况下难以求解。但如假设流速为直线分

布

U1 = U1 0 + α1 y   U2 = U 20 + α2 y ( 7. 65)

式中 U1 0、U2 0是界面上两层的流速,则可求出 ψ如下:这时在
d2φ
dy2 -

k
2
φ= 0的解φ= Ae

ky + Be
- ky中 , 应用水面和水底的边界条件式

( 7. 59)可求出

φ1 = C1 shk( y - h1 ) ,  φ2 = C2shk( y + h2 )

再由内界面的条件式( 7. 60)确定常数 C1 和 C2 , 得出的结果如下:

在上层  ψ1 = a ( c - U10 )
shk( y - h1 )

shkh1
e

ik( x - ct )

在下层  ψ2 = a ( U2 0 - c)
shk( y + h2 )

shkh2
eik( x - ct )

( 7. 66)

  求压强 p 可由 ψ求出 u、v,然后代入方程( 7. 57)中,对上层和

下层分别得到

p 1

ρ1
= - g y +

a ( c - U10 )
shkh1

× k( U10 - α1y - c) chk( y - h1 ) - α1 shk( y - h1 ) eik ( x - ct )

p 2

ρ2
= - g y +

a ( U2 0 - c)
shkh2

× k( U20 - α2y - c) chk( y + h2 ) - α2 shk( y + h2 ) eik ( x - ct )

( 7. 67)

  在内波的波面η= a e
ik ( x - ct )
上, 压强是连续的,将上式括号{ }

中的 y = η近似用 y = 0代替,由于 p 1 = p 2 , 可得

ρ2 - ρ1
ρ2

g +
ρ1
ρ2

( c - U10 ) {k( U10 - c) ct hkh1 + α1 }

= ( U2 0 - c) {k( U20 - c) ct hkh2 - α2 } ( 7. 68)

  上式是内波波速 c的二次方程, 它的解为
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c =

ρ1
ρ2

U 10 ct hkh1 + U 20 cth kh2 +
ρ1
ρ2
α1
2k

-
α2
2k
± χ

ρ1
ρ2

ct hkh1 + cthkh2

( 7. 69)

式中

χ=
1
4
ρ1α1
ρ2 k

-
α2
k

2

+ ( U2 0 - U10 )
ρ1
ρ2
α1
k

cthkh2 +
α2
k

ct hkh1

- ( U1 0 - U20 )
2 ρ1
ρ2

cthkh1 ¡¤cthkh2

+
ρ1
ρ2

cthkh1 + ct hkh2
εg
k

( 7. 70)

k=
2π
λ

, λ为波长。

对于淡盐水的内界面波,可近似取
ρ1
ρ2
≈1,用上式进行研究。

下面对两种不同流速分布情况应用式( 7. 69)。

( 1) 凯尔文-海姆霍兹内波  简称 K-H 波。二层中等速流

的流速各为 U1 及 U2 ,二层的界面上有滑动。在式( 7. 69)中用α1 =

0, α2 = 0, 因而 U1 0 = U 1 , U20 = U2 代入, 就得到 K-H 波,其波速为

c =
ρ1U 1cthkh1 + ρ2U 2cthkh2

ρ1cthkh1 + ρ2cthkh2

±
ρ2 - ρ1

k
g

ρ1 cth kh1 + ρ2 cth kh2

-
ρ1ρ2 ( U1 - U 2 )

2
ct hkh1 ¡¤ct hkh2

(ρ1 cthkh 1 + ρ2 cthkh 2 ) 2

1 / 2

( 7. 71)

  对于长波,λ很大, k很小, kh→0, cth kh→1/ kh, 则波速成为

c±=
U1 h2 + U2 h1

h1 + h2
±
εg h1 h2

h1 + h2
-

( U1 - U2 )
2
h1 h2

( h 1 + h2 )
2

( 7. 72)
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在只有上层流动时, U2 = 0。如下层比上层深很多,可设
h1

h2
→0, 则

有

c- = U1 - εg h1 ( 7. 73)

盐水楔的河口临界水深条件 h1c =
q

2

1

εg

1 / 3

, 就相应于 c- = 0 的情

况。

对于内波为深水波时, kh→∞, cthkh→1, 因 k =
2π
λ

, 代入式

( 7. 69)后,得

c
U1

=
1
2 1±

εgλ
πU

2
1

- 1 ( 7. 74)

当
εgλ
πU

2
1

< 1 时出现虚数, 故波长 λ<
πU

2
1

εg
的波会不稳定发生破碎而

不存在,这种临界波的波速是 c=
1
2 U1。

( 2) 具有连续流速分布的界面内波  因界面上流速连续,

U 10 = U2 0 = U i , 则式( 7. 69)中根号内的 χ值不论 α1、α2 如何, 总是

正数,故不论两层流动的速度大小如何, 任何波长的内波都是稳定

的。而在 K-H 波,则当 χ为负值时, 波速成为复数 c= cr + ici , η=

a e
± c

i
kt
·e

i k( x - c
r
t )
随时间增加而增大,波会成为不稳定。

将式( 7. 69)应用于盐水楔发生的内波, α1 和 α2 分别由上层淡

水的平均流速 U1 m =
1
h1
∫

h
1

0
( Ui + α1y ) dy 及下层盐水的平均 流速

U 2m =
1
h2
∫

- h
2

0
( Ui + α2 y) dy 来决定,得到

α1 =
2( U1 m - Ui)

h1
  α2 =

2Ui
h2

再设内波是深水波, khi→∞( i= 1, 2) , 可得下列简单公式

c±
Ui

= 1±
εgλ

4πU
2
i

= 1±
εg

4πf U1m
¡¤

U1 m

Ui
¡¤

c
Ui

( 7. 75)
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式中 f 为内波的频率。此式得到实验资料较好的验证。

对于界面内波还有一个值得注意的问题。如果两层流体处于

相对静止状态, 而密度差很小, 深度很大时, 可以证明内波的波速

ci 比自由水面的波速 c0 小得多,而内波的振幅 ζi 比水面波的振幅

ζ0 大得多
[ 3 6]
。如深海的盐水上有一层淡水,ζi比ζ0 可大几百倍, 这

会使船舶航行受到很大的阻力。这个现象在 1893 年为挪威探险家

F·南森在北冰洋航行中首次发现, 当船舶通过盐水上覆盖一层

淡水的区域时,船速显著下降。海中的内波对于潜艇也会造成很大

的威胁,因而得到广泛的重视。

三、内界面的稳定

上面讨论二层异重流的运动时, 都是针对上下层流体互不相

混的情况。但当两层流体之间的相对速度达到一定大小时, 内界面

就不能保持稳定,而会发生混合。

内界面的稳定性问题, 以前较多的是从小扰动的增大或衰减

的角度来研究。忽略粘性将两层流体都作为理想流体, 研究其内界

面上的波动,以在什么条件下会出现虚数解来判别波会失稳破碎,

上面已简略提及。大体上认为波长愈短,弗劳德数愈大时, 愈不稳

定。 考虑流体的粘性时, 则认为应和雷诺数有关。科立根

( Keulegan, G. H . 1949)从理论上提出一个判别这种二层异重流

内界面稳定的无量纲参数Θ, 其定义为

Θ=
(νεg )

1 / 3

U
( 7. 76)

或 Θ
3

=
1

( F d ) 2 Re
( 7. 77)

式中 F d =
U

εgL
, Re=

UL
ν

, U 为两层的相对流速, L 为特性长度,

可取水深。

科立根通过对上层流引起下层流体( U 2 = 0)混合的实验( U =
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U 1 , L= h1 ) , 求得 Θc 的临界值为

Re < 450  Θc = 0. 127

Re > 450  Θc = 0. 178
( 7. 78)

哈勒曼综合美国麻省理工学院和标准局的实验给出 [ 37 ] :

下层为层流时  Θ3
c =

1
Re

下层为紊流时  Θ
3
c = 0. 18

( 7. 79)

上式的特征值均对下层流动, L= h2 , U = U2 , ν= ν2。实际异重流的

Θ值大于临界值 Θc 时, 内界面是稳定的。如流速增加,Θ值变为小

于Θc 时,内界面不稳定而引起两层流体的混合。混合的机理和过

程是一个复杂而有待深入研究的问题。

对于盐水楔,当发生混合时, 下层盐水掺入上层淡水的速度 v j

可由下式确定

vj = K ( U1 - 1. 15U1 c) ( 7. 80)

式中 U1c为由式( 7. 78)确定的上层临界流速, U1 为实际流速。科立

根给出 K = 3. 5× 10
- 4
。

二层密度不同的流体发生混合以后,逐渐转变为有连续密度

梯度的分层流体,其运动的分析原理有些和前几章中扩散、离散和

浮射流等相同。详细可参考有关文献[ 9、35、37、38]。

7. 5 分层水域的泄流——选择取水问题

一、堵塞现象

  密度在垂向变化的分层流体,当做缓慢的流动时, 略去动量方

程的惯性项可以分析得出如下的结论:分层流体总是在水平面内

绕过流体中的有限尺度物体,尽量不作铅垂方向的运动。因此, 对

于二维情况, 在流体内运动的物体将使其前后的流体象刚体一样

平移,产生前后尾流。这种现象称为堵塞现象( blocking )
[ 3 5]

, 它很
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容易由实验证实。

无分层的流体通过泄流孔口泄放时,孔口上游的流体呈辐射

状从各个方向汇集孔口,在孔口上游上下各层流体都是流动的(图

7. 11a )。在有铅垂向分层的流体泄流时, 由于上述的堵塞作用, 就

有一部分离孔口垂向距离较大的流体层不会被泄出 (图 7. 11b )。

正是由于分层流泄放存在这个特点,就有可能加以利用, 提出选择

取水的课题,即如何在有密度分层的水体中, 有目的地选择引用其

中某层水,以满足特定的工农业生产的需要。例如,热、核电站的冷

却水希望从水库中取下层的冷水;农业灌溉则希望取上层的温水。

水库利用异重流排沙则要研究下层浑水的泄流规律等等。分析计

图 7. 11 无分层流体与有分层流体孔口泄流的差异

算中常要解决的一个问题是,在给定的取水口位置之下, 要限制泄

放多大流量,才不会把不希望引取的另一层水也带出来。下面介绍

一些已有的研究成果。

二、在二层水域中取下层水

图 7. 12示在二层水域中从泄水闸底取下层水的情况。设二层

密度不同的水有明显的内界面,现研究不允许上层水泄出时, 能引

用下层水的最大流量 Qm ax ,这时闸门开度和内界面的位置如图 7.

12所示。
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图 7. 12 二层水域中取下层水

按定常渐变流对下层水列出上游断面 1-1和闸前断面 2-2 的

能量方程:

ρ1 ( h - h r )
ρ2

+ h r =
ρ1 ( h - z )
ρ2

+ z +
V2

2g
( 7. 81)

式中左边和右边第一项为内界面上的压强水头, 第二项为位置水

头, V 为断面 2-2 处的流速, 断面 1-1处的流速很小, 予以忽略, 同

时对内界面曲率引起的压强水头变化以及两断面间的水头损失也

忽略不计。故得

h r = z +
V2

2g
ρ2 - ρ1
ρ2

= z +
V2

2εg
( 7. 82)

以 Q 表示引水流量, b表示闸孔宽度,则

Q = Vbz  V =
Q
bz

( 7. 83)

代入式( 7. 82) 得 Q
2

= 2εgb
2
z

2
( h r - z) ( 7. 84)

  当给定 h r , 对式( 7. 84)求导, 取
dQ
dz

= 0, 求得相应于最大流量

Qm ax的临界闸前水深 z c为

zc =
2
3

h r ( 7. 85)
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相应的最大流量为

Qm ax = b εg
2
3

hr

3

( 7. 86)

可以看出,当 ρ1 = 0 时,上式即相应于有自由水面的明槽水流的最

大流量公式。

实际上因泄水时闸前内界面的曲率较大,为考虑这种影响, 也

可将能量方程的下游断面取在闸门出口处, 即断面 3-3, 而以 Δhp

表示界面曲率引起压强水头的减小,同时将断面上流速分布不均

匀的影响也考虑进去,则对断面 1-1和 3-3 列能量方程可得
[ 38]

h r

a
= 1 -
Δhp

εa
+
αV

2
0

2gεa
( 7. 87)

式中 a 为闸孔开度, V0 为出口断面平均流速。引入出口断面的密

度弗劳德数

F d 0 =
V0

εga
( 7. 88)

代入式( 7. 87) ,得

h r

a
= 1 -
Δhp

εa
+
αF

2
d 0

2
( 7. 89)

哈勒曼等认为Δhp 可表示为下列函数关系:

Δhp =
V

2
0

2g
{f 1 ( R) + f 2 (θ) } ( 7. 90)

式中 R 为出口处内界面的曲率半径,θ为内界面切线的水平倾角。

将式( 7. 90)代入式( 7. 89)得到

h r

a
= 1 -

F
2
d 0

2
{f 1 ( R) + f 2 (θ) } +

αF
2
d0

2
= η+
αF

2
d0

2
 ( 7. 91)

式中 η= 1 -
F

2
d 0

2
{f 1 ( R) + f 2 (θ) }。

哈勒曼等曾做实验求得
h r

a
～F d 0的关系如图 7. 13 中的曲线组所
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示。

图 7. 13 
h r

a
～F d 0关系曲线 [38]

三、在二层水域中取上层水

讨论二维情况,设下层水是静止的, 只有上层水在流动。忽略

阻力损失,按伯努利定理可对上、下层分别列出下列关系式:

上层   
1
2
ρ1 V

2
1 + p 1 + ρ1 gz = cons t        ( 7. 92)

下层   p 2 + ρ2 gz = p 2 + (ρ1 + Δρ) gz = cons t   ( 7. 93)

由内界面上压强是连续的条件, 在内界面上有 p 1 = p 2 , 则从上两

式得

1
2
ρ1V

2
1 - Δρgz = cons t ( 7. 94)

令 g
*

=
Δρ
ρ1 g = εg , 得内界面上的伯努利关系式

V
2

- 2g
*

z = cons t ( 7. 95)
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由式( 7. 95)可见,当流速减小时, z 减小, 界面流线下降;流速增大

时, z 也增大, 界面流线上升。当流量和流速较小, 流线下降会在壁

面出现驻点 S 如图 7. 14( a) ;当流量和流速增大至一定程度, 界面

流线会突然上升,形状转变为 7. 14( b) , 趋于在 B 点与壁面相切。

如假定以这一状态作为选择取水的临界状态, 即下层水不会被带

出的极限状态,就可以用分析方法确定这个选择取水的条件。

图 7. 14 取上层水的界面流线

克拉亚( Craya, A. )用复变函数论的方法 [ 39] , 求得在上面边界

倾角为 30°时(图 7. 15) , 相应于上述临界状态的密度弗劳德数为

F d
c

=
q
Δρ
ρ

g h
3

1 / 2 =
V

εg h
= 1. 01 ( 7. 96)

式中 q为单宽流量, q= Vh。

对于铅直壁面(θ= 90°)  F d
c
=

3
2
× 1. 01= 1. 52

对于水平上边界(θ= 0°)  F d
c
=

3
4
× 1. 01= 0. 75

这样如二维泄水口的开度为 D (图 7. 16) , 上面水深 H > D ,

因 q= VcD ,可用下列公式计算引取上层水时相应于最大流量的临

界流速 Vc:

Vc

εg h
= K

h
D

( 7. 97)

·633·



  当上边壁面为铅直时 K = 1. 52

当上边壁面倾角为 30°时 K = 1. 01

当上边壁面为水平时 K = 0. 75

图 7. 15 上边界有 30°倾角的上层取水

图 7. 16 二维泄水口的上层取水
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四、其他选择取水方式

对于选择取水,国外有不少研究。现选取几种情况列出其计算

临界流速的关系式如图 7. 17[ 37]。

图 7. 17 各种形式选择取水的临界流速
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第八章 地下水中的弥散

地下水是在沙土的孔隙中存在和运动的, 污染物质在其中的

扩散迁移属于孔隙介质中的离散性质。由于地下水受到污染后就

难以消除,而城市工业废水大量排放, 农药化肥的广泛应用, 使许

多地区的地下水受到不同程度的污染,因此日益为人们重视。对地

下水中离散(现国内多采用名称“弥散”)课题已有专门论著,这里

只简要地作一介绍。

8. 1 孔隙介质中弥散的特点

大量实验观测都能说明, 标志物质在孔隙介质中也和在均匀

流体中一样, 发生扩散迁移的现象, 这种现象称为水动力弥散

( hydrodynamic dispers ion )。水动力弥散也可分为由于流体的分

子运动引起的分子扩散及由于孔隙中流体速度分布不均匀引起的

机械弥散( mechanical dispers ion)两部分。但由于水动力弥散是在

窄小的、蜿蜓曲折的缝隙内进行的, 它就不同于均匀连续的流体中

的离散而有许多特点。

首先由于孔隙通道的窄小,流体的紊动受到制约, 其流动多为

层流。即使在大孔隙的介质中会出现紊流,紊动的尺度也不会大。

因此分子力对弥散的作用不能忽视。这和一般连续流体中和紊动

扩散相比分子扩散常可忽略的情况大不相同。同时, 除了分子扩散

外 , 固体颗粒表面对溶质的吸附、析出等分子力作用 , 有时也要
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考虑。

其次, 由于孔隙通道蜿蜓曲折, 如图 8. 1所示, 原来在一条直

线上的标志质点进入其他通道后,因通道性质的不同, 经过相同的

时间 Δt 后, 它们的位置就差别很大。图中( a )为一般流体中的离

散, ( b )、( c)则为孔隙介质中的弥散。可以看到后者不仅位置不同,

图 8. 1 孔隙介质中的弥散

其方向性的变化也大。这说明了机械弥散的现象。如果, 仍用费克

的分子扩散模式,即扩散通量

I x = - Dd
�c
x

( 8. 1)

机械弥散通量也用梯度模式

I
′

x = - D
′�c
�x

( 8. 2)

可以想见, 不但机械弥散系数 D′会随方向变化, 在孔隙介质非各

向同性时, Dd 也随方向变化。为表示和一般流体的分子扩散系数

D m 的区别, D d 称为有效分子扩散系数。

因为有这些特点, 影响弥散的参量除了流体及其运动的性质

方面外,还有孔隙的性质方面。前者包括流体的密度、污染物的浓

度及流动速度, 后者包括孔隙率、渗透系数、孔径分布和固结程度

等。
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8. 2 弥散模型与弥散方程

正如分析孔隙介质的渗流运动需要先建立达塞渗流模型一

样,对于孔隙介质的弥散分析, 由于实际流动的极不规则和影响弥

散的参量至为复杂繁多,也必须先建立分析的理论模型。这种模型

应能反映弥散的实际情况,而又便于进行分析计算。目前文献上介

绍的模型主要有下列几种 [ 46 ] :

( 1) 泰勒 ( T aylor , G. I . )毛管模型  将孔隙中流动看作圆

管层流,引用圆管层流中离散的方法分析,其后阿里斯( A ris, R . )

将孔隙看作不规则形状的毛管,用浓度矩法进行分析。这是弥散模

型的第一阶段。

( 2) 沙夫曼( Saffman )随机毛管模型  毛管的方位和分布

都是随机的,联结成一个平直孔隙的网络。这种模型定性地反映了

孔隙的复杂性,首次提出弥散存在几个不同性质的区域, 以及纵向

离散和横向离散有重要差别等, 但主要是理论性的, 定量难以准

确。

( 3) 伯尔( Bear, J. ) 和巴切马特( Bachemat, Y . )随机毛管模

型  这种模型也将孔隙设想为由许多相互连接的、随机分布的

毛管和接头组成的空间网络, 管子的长度、断面和方位都是变化

的。在管子断面上对流动进行局部性平均后, 提出一个孔隙介质表

征体积单元 REV ( representat ive element of volume)的概念, 将

局部平均流动再在 REV 内进行宏观的平均, 由此建立出一整套

的宏观方程,是毛管类模型中一个重要的模型 [ 4 7]。

( 4) 舍德格尔( Scheidegger, A . E . ) 统计随机模型  这种

模型基于孔隙介质的内部构造极为复杂, 又包含有随机的分子扩

散,则给予确定性的数学描述是做不到和不必要的, 所以假定溶质

在孔隙介质中的运动是一种随机现象, 故应用统计方法来建立模
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型。要注意只是把现象理解为随机, 孔隙介质的结构和流体的性质

是确定的。任何统计的孔隙介质只是一个近似的模型。

舍德格尔引用随机游动的理论, 在一些假设条件下求得溶质

浓度分布为高斯正态分布,推导出一维弥散方程, 并推广到三维弥

散, 这些宏观方程的形式和前面讨论的连续流体中的离散方程的

形式完全相同。

各种弥散理论模型都有其相应的弥散方程的形式,可参考有

关文献专著。这里只列举目前应用较广泛的弥散宏观方程如下。

弥散宏观方程  和达塞渗流模型类似, 对孔隙介质建立假

想的连续介质模型,所有的参量都是指对孔隙介质表征体积单元

的统计平均值,类似于推导连续流体中移流扩散方程的方法, 可求

得一般形式的水动力弥散方程:

�c
�t

+ ui
�c
�x i

=
�
�x i

Dij
�c
�xi

+ F c ( 8. 3)

式中 D ij为水动力弥散系数,是一个张量, 常写为 D h :

D h = D′+ D d ( 8. 4)

D′为机械弥散系数, D d 为有效分子扩散系数, 理论上看它们也都

是张量。

对于流场坐标与张量主轴一致时, Dij中只有 D x x、D yy、Dz z三

项不等于零,式( 8. 3)成为

�c
�t

+ ui
�c
�xi

=
�
�xi

D ii
�c
�x i

+ F c ( 8. 5)

写成直角坐标形式为

�c
�t

+ u
�c
�x

+ v
�c
�y

+ w
�c
�z

=
�
�x

Dx x
�c
�x

+
�
�y

Dy y
�c
�y

+
�
�z

D z z
�c
�z

+ F c ( 8. 6)

源、汇项 F c 要根据具体情况考虑。

当考虑吸附和解吸作用时, 设 F 表示单位体积固体介质所吸
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附的污染物质量,则-
�F
�t
·

( 1- n)
n
表示单位时间内单位流体体积

中由于固体吸附或解吸所引起的含污染物的改变量,如果吸附有

F = kc的线性关系,则得 F c= - k
1- n
n
�c
�t

, n 为孔隙率, k为吸附

系数。以 F c 代入式( 8. 3)得:

1 + k
1 - n
n
�c
�t

=
�
�x i

Dij
�c
�x j

- ui
�c
�xi

或
�c
�t

=
�
�x i

Dij
R d

�c
�x j

-
ui
R d

�c
�x i

( 8. 7)

式中 R d = 1 + k
( 1 - n)
n

( 8. 8)

称为阻滞因子,它起了一个减小渗流速度和弥散系数的作用, 使污

染物的输移过程被阻滞。

影响 F c 的其它因素很多,这里不再讨论。

对于渗流为沿 x 方向的均匀流,流速为 V, 设孔隙介质各向同

性,这种一维渗流的弥散方程成为

�c
�t

+ U
�c
�x

= DL
�2 c
�x

+ DT
�

2
c
�y

2 +
�

2
c
�z

2 ( 8. 9)

式中 D L 为纵向弥散系数, DT 为横向弥散系数。

弥散方程在简单的情况下有些解析解。目前多数问题常采用

数值法求解。有限差分、特征差分和有限元法等都得到应用。解算

时自然要同时应用渗流的连续方程和运动方程, 如果设污染物为

示踪物质,则可先求出流场再由弥散方程求浓度场, 否则就要三个

方程联立求解。

8. 3 水动力弥散系数

从上面分析可见水动力弥散系数的确定在弥散分析计算中很

重要。下面从量纲分析入手讨论弥散系数的一些实验成果。
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一、量纲分析

从物理推断, 弥散过程主要和下列过程有关:流体 (溶质和溶

媒)的粘度 μi和密度 ρi( i= 1 或 2) , 重力加速度 g , 平均孔隙流速

V, 弥散系数 D h ,和孔隙介质特性如渗透系数 k等。假设在混合过

程中流体体积没有缩小,可用 g (ρ1 - ρ2 ) = gΔρ表示密度差影响,

分子扩散可用系数 D d 表示, Dd 及μ1、μ2 都与浓度变化无关。弥散

过程就可以下列关系式表示

Dh = f ( gΔρ, μ1 , μ2 , V, Dd , k) ( 8. 10)

由π定理知, 上式可改写为 4个无量纲数的关系式。从弥散方程和

一些实验成果分析,能最好描述弥散现象的无量纲数为

D h / D d , Vk
1/ 2

/ Dd ,  μ1 /μ2 ,  ( gΔρk
3/ 2

) / (μ1 Dd )

其中 Dh / Dd 为无量纲弥散系数;
Vk

1/ 2

D d
= P e, 称为佩克立数( Peclet

n umber ) , 反映流速的影响; μ1 /μ2 是粘性对比的量值估计;

( gΔρk
3/ 2 ) / (μ1 Dd ) 为密度对比的量值估计, 与描述热自由对流的

瑞利数( Rayleigh number)的形式相同。

有效分子扩散系数 Dd 是考虑了孔隙骨架结构的影响, 它和

流体的扩散系数 D m 的比值可写为

Dd

Dm
=

1
F ¡¤n

( 8. 11)

式中 n 为孔隙率, F 称为构造因子。对于孔隙介质的结构也可不用

k 表示, 而用介质的某一特征长度, 如粒径 d 表示, 则 4个无量纲

数可写为

D h / D m , Vd / D m ,  μ1 /μ2 ,  ( gΔρd 3 ) / (μ1D m )

  对于示踪输移情况,即无密度变化和粘性变化的影响时, 就有

Dh

Dm
= f

Vd
D m

= f ( P e) ( 8. 12)

由上式可看出 P e数表示随流扩散与分子扩散对比的量值估计。
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二、在示踪输移情况下弥散系数的实验成果

1. 纵向弥散系数

多数实验是在松散介质中进行的。这种实验成果可以对弥散

现象作比较完整的物理分析。将成果表示为两种类型的曲线:图

8. 2 为 DL / Dm 与 P e 数的关系曲线;图 8. 3 为 D L / Vd 与 P e数的

关系曲线。从图可以看出纵向弥散系数与分子扩散系数、平均流速

V 之间的关系, 这种关系可以分为 5 个区。

a 区: 纯分子扩散区,平均流速很小, DL / Dm 为常数。对于均

匀球状颗粒构成的介质,实验得出( D L / D m ) 0 = 0. 67。

b区: 机械弥散作用与分子扩散作用相当。此时 P e数的范围

在 0. 4～5之间。

c区: 机械弥散作用超过分子扩散作用。此时的输移主要是纵

向机械弥散和横向分子扩散相互结合, 分子扩散常造成纵向弥散

的减弱。由实验可得

DL

D m
=

DL

D m 0
+ αP e

m

α≈ 0. 5, m ≈ 1. 2

( 8. 13)

  d 区: 机械弥散起主导作用, 分子扩散可忽略。本区存在下列

关系

DL

D m
= βP e,   β= 1. 8± 0. 4 ( 8. 14)

  e区: 属于达塞定律范围以外的机械弥散。此区的实验研究很

少,多数实际问题在 c、d 区。

对于固结物质, 因其孔隙尺寸变化大, 相应的流速差别大, 实

验也表明其中的弥散作用大于非固结介质, 也有些 DL / Dm 的经验

关系式,这里不作介绍。

2. 横向弥散系数
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图 8. 2 纵向弥散系数与 P e 数的关系 [ 46]

图 8. 3 D L/ ( Vd)与 P e数关系的分区 [ 46]

关于横向弥散系数的实验比纵向弥散少, 但也得到很好的成

果。图 8 . 4为在松散介质中的实验成果曲线 , P e数的范围为

10
- 2
～10

4
。由曲线可将弥散状态分为 4个区。

a 区: 纯分子扩散区, 按均匀球状颗粒构成的介质实验,得到
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( DT / D m ) 0≈0. 7。

b区: 机械弥散和分子扩散作用同时存在。

c区: 机械弥散作用大于分子扩散作用。得出下列关系式

DT

D m
=

DT

Dm 0
+ α

Vd
Dm

m

( 8. 15)

α= 0. 025 m = 1. 1

图 8. 4 横向弥散系数与 P e 数的关系 [ 46]

  d 区: 纯机械弥散起作用,此时上式中的指数 m= 1。

将纵向弥散与横向弥散作比较时, 可以看到其系数与 P e 数

关系的变化趋势是相同的。在定量上则横向弥散小于纵向弥散。

对于非示踪输移的一般情况下的弥散实验也有研究成果, 可

参考有关地下水弥散的专著。
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8. 4 渗流弥散方程的简单解析解

弥散的宏观方程只在简单的情况下有些解析解, 复杂的实际

问题多采用数值法计算。但对简单问题性质的估计, 数值法的检验

和确定弥散系数的试验设计等工作,解析解都是有用的。下面举几

种简单情况的解析解作为示例。

一、无限域中保守性示踪剂源的弥散

前面已提到多孔介质中宏观的水动力弥散方程 ( 8. 3)其形式

和连续流体中的移流扩散方程( 4. 19)相同, 因此在 4. 9 节中介绍

的在均匀流场内移流扩散方程的各种解:包括瞬时源、连续源、点

源、线源和面源的扩散公式都可移用来分析同样条件下多孔介质

中示踪剂的弥散, 不同之处只在于应采用水动力弥散系数 Dh 来

代替流体中的扩散系数。所以在此就不再重复叙述。下面介绍一

些情况稍有不同的例子①。假设是理想示踪剂的输移, 即流体运动

不受浓度变化的影响,流体是不可压缩的, 介质是均质和各向同性

的。

二、无限长柱体中示踪剂的一维弥散

考虑一个沿 x 轴无限长的多孔介质柱体中, x = 0断面的两侧

在开始时分别为两种有不同浓度示踪剂的流体所饱和, 分析随后

柱体内示踪剂的弥散。设沿 x 向流速 V不变,即单位流量 q 不变

�q
�x

= 0,但可随时间变化, 即 q= q( t)。描述示踪剂浓度分布的偏微

分方程为:
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�c
�t

+ V
�c
�x

= Dh
�

2
c
�x 2   - ∞ < x < + ∞ ( 8. 16)

式中 V= q/ n, n 为孔隙率。初始条件和边界条件是: [

t≤0时, �- ∞< x < 0,   c= c0

0≤x < + ∞,   c= c1

t> 0时, �x = ±∞,   
�c
�x

= 0

x = - ∞,   c= c0

x = + ∞,   c= c1

伯尔( 1960)应用拉普拉斯变换求得解为:

c( x , t) - c0

c1 - c0
=

1
2

erfc -
x -∫

t

0
[ q( t) / n] dt

2∫
t

0
( D′+ D d ) dt

1 / 2 ( 8. 17)

式中机械弥散系数 D′= aL V= aL
q
n

, a L 为纵向弥散度。

当 q= nV 为常数,并忽略分子扩散作用, 上式可简化为

c( x , t) - c0

c1 - c0
=

1
2

erfc -
x - Vt

2 D′t
=

1
2

erfc -
x - Vt

2 σ

( 8. 18)

式中σ
2 = 2D′t 为浓度分布的方差。图 8. 5表示 c0 > c1 时不同时刻

沿柱长的浓度分布。可以看到相对浓度比[ c( x 1 t) - c0 ] / ( c1 - c0 )为

50%的位置以平均流速 V 移动,方差 σ
2 与示踪剂质点运移的总途

径 L= Vt成正比。

对于有吸附作用的无限长柱体的情况, 如果吸附与浓度有线

性关系,由 8. 2节的式( 8. 7) ,可写出浓度分布的偏微分方程

�c
�t

=
D h

Rd

�
2

c
�x

2 -
V
R d

�c
�x

( 8. 19)

式中阻滞因子 R d = 1+ k
( 1- n)
n
。

比较式( 8. 19)和式( 8. 16)可以看出, 在后式中以 V/ R d 代替
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图 8. 5 无限长柱体中一维弥散的浓度分布

V, 以 Db / R d 代替 Dh 即成为前式, 所以当初始条件和边界条件相

同时, 由式( 8. 16)的解中以 V/ R d 代替 V, 以 Dh / Rd 代替 D h 即可

得到式( 8. 19)的解。在定常流情况, q= nV= cons t 时其解为

c( x 1t) - c0

c1 - c0
=

1
2

erfc -
Rd x - Vt

2[ Rd Dh t]
1/ 2 ( 8. 20)

三、柱体中有放射性衰减的示踪剂的弥散

在多孔介质中被注入放射性的物质时, 分析其弥散需要考虑

放射性的衰减,设仍按示踪剂考虑, 由于这种衰减引起示踪剂浓度

变化的规律为

�c
�t

= - λc ( 8. 21)

式中λ为示踪剂的衰减常数,则弥散方程( 8. 3)变为

�c
�t

+ ui
�c
�xi

=
�
�x i

D ij
�c
�x j

- λc ( 8. 22)

  对于一维纵向弥散,可写为

�c
�t

+ V
�c
�x

= Dh
�

2
c
�x

2 - λc ( 8. 23)

式中 D h 在这里为纵向水动力弥散系数, V 为纵向平均流速, V =

q/ n。

1. 无限长柱体中连续注入放射性示踪剂

在 x = 0 处恒定地注入示踪剂, 沿柱 q= const , 当 t = t′时, 示
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踪剂的浓度为 c0 ,在 dt′时间内注入的示踪剂质量 dM= c0 Vdt。按

瞬时面源的扩散公式加衰减项修正后得基本解为

dc( x , t, t′) =
dM

4πD h ( t - t′)

× exp -
[ x - V( t - t′) ] 2

4D h ( t - t′)
- λ( t - t′)

( 8. 24)

恒定连续注入时,通过积分求得

c( x , t) =
c0V

( 4πD h )
1 / 2 exp

Vx
2Dh
∫
τ= t

0

1

τ
exp -

a
τ

- bτdτ

( 8. 25)

式中 a = x
2 / ( 4Dh ) , b= V

2 / ( 4D h ) + λ。当 t→∞时, 上式成为

c( x ,∞) =
c0

1 + 4λDh V2

exp
Vx
2D h

1 - 1 + 4λD h V2

( 8. 26)

  如 x = 0,由式( 8. 25)可得

c( 0, t) =
c0

1 + 4λDh V2

erf
V2 t
4Dh

+ λt ( 8. 27)

可见 c( 0, t)≠c0。当 t→∞时, 由上式可得

c( 0, ∞) = c0 / 1 + 4λD h V2 ( 8. 28)

  2. 半无限柱体中放射性示踪剂的弥散

在此情况, x≥0的半无限柱体在 x = 0处与浓度恒为 c0 的示

踪剂溶液的源相连接,柱体中流速 V 沿+ x 方向为常数, 示踪剂有

放射性衰减。设在 x = 0处的浓度在流动开始时立即达到 c0 值, 这

相当于假定lim
t→0

�c
�x

= 0。

基本方程仍为( 8. 23) ,初始条件和边界条件是:
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t≤ 0    x ≥ 0    c = 0

t > 0    x = 0    c = c0

t > 0    x = ∞   c = 0

( 8. 29)

  对式( 8. 23)和( 8. 29)应用拉普拉斯变换,求得
[ 4 8]

:

c( x , t) =
c0

2
exp

Vx
2D h

exp( - xβ) ¡¤erfc
x - ( V2 + 4λD h ) 1 / 2 t

2( D h t) 1/ 2

+ exp(βx ) ¡¤erfc
x + ( V

2
+ 4λDh )

1/ 2
t

2( Dh t) 1/ 2 ( 8. 30)

式中β
2 = V

2 / ( 4D
2
h ) + λ/ Dh。

对于λ= 0,即无放射性衰减时, 上式可简化为

c( x , t) =
c0

2
erfc

x - Vt
2( D h t)

1/ 2 + exp
Vx
Dh

¡¤erfc
x + Vt

2( D h t)
1/ 2

( 8. 31)

  若考虑有吸附作用时,上式变为

c( x , t) =
c0

2
erfc

R dx - Vt
2( Rd D h t) 1/ 2 + exp

Vx
Dh

¡¤erfc
R d x + Vt

2( R dD h t) 1/ 2

( 8. 32)

  图 8. 6 为表示式( 8. 31)的曲线族。

在许多实验问题中,式( 8. 31)右边的第二项可以忽略, 则可简

化为

c( x , t) =
c0

2
erfc

x - Vt
2( Dh t)

1/ 2 ( 8. 33)

  当 4λD h / V
2n 1时, 式( 8. 31)成为式( 8. 30)的近似式。如果分

子扩散可以忽略, Dh = aL V, a L 称为纵向弥散度, 则 4λa L / V =

4λaLn/ q可作为判别放射性衰减影响的准数。

当忽略式( 8. 30)右边的第二项时,得

c( x , t) =
c0

2
exp

Vx
2Dh

1 - 1 +
4λD h

V
2

1/ 2
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图 8. 6 式( 8. 31)的图示 [ 47]

× erfc
x - V[ 1 + 4λD h / V

2
]

1 / 2
t

2( D h t)
1/ 2 ( 8. 34)

  当 t→∞时, 式( 8. 34)简化为

c( x ) = c0 exp
Vx
2D h

[ 1 - ( 1 + 4λD h / V
2
)

1/ 2
] ( 8. 35)

此式即弥散方程的稳态解。

在同时存在吸附和放射性衰减作用的情况下, 如果忽略分子

扩散作用,式( 8. 35)可修改为

c( x ) = exp
Vx
2D h

[ 1 - ( 1 + 4λD h Rd / V
2
)

1/ 2
] ( 8. 36)

四、平面均匀流中初始有突变界面的弥散

设水流以 q= cons t 沿 x 正向流动, 初始时沿 y = tgα的突变

界面把渗流分为两个区,两个区的浓度分别为 c= c0 及 c= 0, 如图

8. 7所示。

这种情况下,浓度 c( x , y , t)变化的微分方程为
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�c
�t

+
q
n
�c
�x

= D L
�

2
c
�x 2 + D T

�
2

c
�y2 ( 8. 37)

式中纵向弥散系数 D L = aL
q
n

+ D d

  横向弥散系数 D T = a T
q
n

+ D d

a L 和 a T 分别为多孔介质的纵向弥散度和横向弥散度。

图 8. 7 均匀流中有突变界面的弥散

在 c= c0 区中布置无穷个瞬时源点, 坐标为(ξ, η) , 在 t = 0 瞬

时每个注入的示踪剂质量 M= c0ndξdη,由此产生平面上在其后任

意时刻 t 的浓度为

c( x , y, t) =
M/ n

4π[ DL DT ]
1/ 2

t
exp

-
( x - ξ-

q
n

t) 2

4DL t
-

( y - η)
2

4D T t

( 8. 38)

M/ n =∫
+ ∞

- ∞
∫

+ ∞

- ∞
c( x′, y′, t) dx′dy′

此式表示浓度的等值线是中心在(ξ+
q
n

t,η)处的一族椭圆。为了

得到从移动的界面产生的浓度分布,将无穷多个小源点的作用进
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行积分,结果得

c( x , y , t) =
c0

2
erfc

x +
q
n

t sinα- ycosα

[ 4( DL s in
2
α+ DT cos

2
α) t]

1/ 2
( 8. 39)

此式表示垂直于移动界面的一种正态分布(见图 8. 7)。

如果流动方向与初始界面平行, α= 0,并且在初始时刻当 y≤

0时 c= 0, 当 y > 0时 c= c0 ,则式( 8. 39)简化为

c( y , t) =
c0

2
erfc -

y
[ 4D T t] 1 / 2 ( 8. 40)

表示 D T = a T V, x = Vt,上式可写为

c( y , t) =
c0

2
erfc -

y
2( a T x )

1 / 2 ( 8. 41)

此式表明过渡带的宽度与x
1/ 2成比例 , 沿y方向有正态分布 , 且

c( y , t)与流速 V无关。

五、平面径向流中的弥散

平面上径向流出现在通过完整井对含水层进行人工补给或向

油田注入的情况。设含水层中原有的水与注入水的浓度分别为 0

和 c0。在这种情况下描述弥散的微分方程为

�c
�t

+ V
�c
�r

= a L V
�

2
c
�r

2 ( 8. 42)

式中, V=
Qw

2πr Bn
, Qw 为注水流量, B 为含水层厚度。

由于 V= V ( r ) , 式( 8. 42)为一非线性方程, 求精确解析解很

困难, 近年虽有人求出①也十分复杂,这里不拟介绍。下面只举一

个常用的近似解, 它是 Josselin de Jong 等人 ( 1959)提出的, 是根

据下面两个假定推导得到:一是示踪剂的浓度十分接近正态分布;
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另一是认为它是由两种作用的线性叠加所产生的, 一种作用是纵

向弥散,另一种作用是流线的辐射。结果得到的解为

c( r , t)
c0

=
1
2

erfc
r - r�

4
3

a L r�
1 / 2 ( 8. 43)

方差为 σ
2
r =

2
3

aL r�-
r

3

w

r�
2 ( 8. 44)

式中 r w 为井的半径; r�为注入水体的平均半径, 注入水的总体积为

V�r =∫
t

0
Qw ( t) dt = 2πr�Bn

故 r�=∫
t

0
Qw ( t) dt/ ( 2πBn) ( 8. 45)

习 题

第一章 流体运动的基本概念和基本方程

1-1 设二维流动的速度场为 u = -
cy t
r

2 , v =
cx t
r

2 , r =

x 2 + y2 , c为常数,推出其流线方程。求 t = 1时,通过 x = 1,

y = 0点的流线,并绘出其流场示意图。

1-2 设流场的速度为 u = kx ( y + z ) , v = k( y + z ) , w = -

kz( x + y ) - z 2 , 判断是否为可压缩流动。

1-3 圆管中断面上的流速分布为 u = um ( 1 -
r 2

r 2
0

= um ( 1 -

x
2

+ y
2

r
2
0

) , 求线变率、角变率和角转速, 并问该流动是否势流?

1-4 强度均为 60m
2
/ s 的源和汇, 位于 x 轴上, 距原点均为 a

= 3m, 计算通过( 0, 4)点的流函数值, 并求该点的流速。
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1-5 沿 x 轴正方向的水平流动, 顺时

针的势涡和源流相叠加, 求流速分量, 并

求其驻点位置。

1-6 试推导二维明槽恒定均匀层流

的断面上流速分布关系式, 槽底水平

倾角为θ,液体深度为 h。

1-7 设两同心圆之间的环形窨

中的轴向流动为不可压缩恒定层

流,内外管的半径分别为 r 1 和 r 2 沿

轴向压强梯度为
�p
�x

,试导出沿径向

的轴向流速分布关系式。

1-8 设边界层中流速分布为 u

= U∞ (
y
δ

)
n
, 求
δ1
δ

,
δ2
δ

,
δ3
δ

, 的表示

式, 并计算 n =
1
7
时这些厚度比的

数值。

1-9 设层流边界层内流速分布表示为 u = a 0 + a1 y + a 2 y
2
, 试

结合边界条件推导边界层厚度δ及壁面摩擦应力τ0 的关系式。

1-10 试写出能量方程( 1-45)中耗散函数 φ在直角坐标系中的

表过式。

第三章 紊流的基本方程与紊流模型

3-1 试由雷诺方程(忽略质量力)推求紊流时均流动的能量方

程,并说明该能量方程中各项的物理意义。

3-2 试由 N-S 方程和雷诺方程求出脉动量的动动方程, 并说

明脉动量动动方程中各项的物理意义。
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3-3 试以二维平行流为例证明混合长紊流模型 v t = l 2 d u1

dx 2

是

k 方程紊流模型的一种物例。

3-4 试比较零方程紊流模型(包括 Bouss inesq 涡粘性模型, 混

合长度模型及涡量传递模型) , k 方程模型和 k-ε双方程紊流模型

中涡粘性系数 v t 的计算式,并比较这几种模型的优缺点。

第四章 扩散理论

4-1 何谓拉格朗什积分比尺与欧位积分比尺? 写出其数学表

达式说明这两种时间比尺的异同。

4-2 何谓分子扩散与紊动扩散? 分析两者的扩散特性有何异

同。

4-3 有一水深为 20m 的水塘, 塘底均匀布满工厂排入的有毒

物质进行瞬时排放,平均排放强度为 0. 1kg/ m
3。设塘底近似水平,

底面和边壁对污染物均完全不吸收,试求一个月后水面处污染物

的浓度为多少? 污染物在水中的扩散系数为 1. 0cm
2 / s。

4-4 试证明静止流体中, 在瞬时线源排放情况下等浓度线为

同心圆,写出 t= t 1 时该同心圆半径的表达式。

4- 5 一无限长管如图所示, 在 x

= 0 断面上以平面源方式瞬时投放

1kg/ m
2
的示踪物,试计算并绘出投放

后 3 分钟与 15分钟, 示踪物沿管道的浓度分布。已知示踪物的扩

散系数为 1. 5× 10
- 2

cm
2
/ s。

4-6 对题 4-5 所述情况,若等强度连续释放示踪剂, 释放处的

浓度 C0 = 1 kg/ m
3
,试计算从开始释放后 3 分钟和 10 分钟浓度沿

管的分布(点绘成分布图)。

4-7 某河流现场示踪试验, 测得垂向瞬时线源投放点下游

·853·



600m 断面上当示踪云团中心到达时横向浓度分布如表所示。试

根据此实测资料计算河段的横向扩散系数。已知河宽 80m ,水深

4. 5m, 河段平均流速 0. 4m/ s。

X= 600m 处横向浓度分布表

Y( m) 28 <24 �20 �16 C12 �8 �4 60 �- 4 �- 8 f- 12 '- 16 �- 20 �- 24 .- 28 �

C ( ppm) 12 <16 �20 �25 C32 �42 �50 J60 �52 �40 Q30 �24 �18 X15 �10 �

4-8 在宽度很大的河流中心有一垂向线源排污口, 连续排放

流量为 0. 1m
3 / s , 浓度为 150ppm 的污水, 试计算排污口下游

300m 处污染带宽度及断面上最大浓度。若污水浓度不变, 流量增

大 1 倍,试问下游同样位置( 300m )处最大浓度增大多少倍? 已知

河段平均水深 3. 5m,平均流速 0. 7m/ s, u* 为 0. 05m / s 横向扩散

系数按 0. 4 hu* 计算。

4-9 试由无限空间均匀紊动中点源排放下的浓度分面公式推

求有限空间情况下的计算式。此有限空间的边界为两个平行顺直

相距为 2L 的墙。点源在流场对称轴上, 如图所示。
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第五章 剪切流中的离散

5-1 在河道上有岸边连续排污口, 河宽 100m ,水深 2. 8m 河段

平均流速 0. 6m / s, 水面比降为 0. 0004。试计算污染物由排污口到

达对岸所经历的距离及污染物达到全断面均混合所需的距离。

5-2 河流右岸有岸边排污口, 污水浓度为 300ppm, 今欲在下

游左岸相距排污断面为 1000m 处设置一工业用水提水站,其允许

浓度为 1. 5ppm ,试问上游排污口的限制排污流为多少? (污水排

放为连续恒定源)已知河宽 90m, 河段平均流速 0. 62m/ s , 平均水

深 2. 8m ,河道比降为 0. 002。若提水站设在右岸。限制的排污量又

应为多少?

5-3 某河段的代表性断面如图示。为采用流速分布方法计算

河段的纵向闻散系数, 将断面分为 10 个分条, 测量各条的横向座

标 y, 水深 h ,平均流速 u , 河宽 w , 以及该河段的坡降 J , 试说明

计算河段的纵向离散系数的方法,列出步骤和算式。

5-4 在某河道上通过示踪试验测得役放断面分别为 400m 和

800m 的下游两断面上浓度过程如表 1 及表 2 所列。已知河宽

80m , 平均流速(河宽内) 0. 64m/ s , 平均水深 3. 6m, 河段水面比降

为 0. 0005。

要求:

  �1 利用上游单站资料计算纵向离散系数 DL

2 利用下游单站资料计算 DL

3 用两站法计算 DL

4 分别用经验公式 5-107, 5-108, 5-109, 5-110计算 D L
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表: 1 400m 处浓度过程

t ( s ) 62 �72 �82 S92  102 �112 �122 �132 i142 6152 �162 �172 �

C( ppm) 2 �3 r4 ?6 �5 �4 }. 2 3 J. 1 2 �. 4 1 �. 6 0 �. 6 0 ~. 4 0 K. 1

表: 2 800m 处浓度过程

t ( s ) 280 �290 �300 h310 5320 �330 �340 �350 i360 6370 �380 �390 �

C( ppm) 0 |. 8 2 I. 0 2 �. 8 4 �. 1 3 �. 2 2 }. 7 2 J. 2 1 �. 9 1 �. 2 0 �. 7 0 ~. 3 0 K. 1

第六章 射流

6-1 一直径 D = 0. 4m 圆孔射流沿水平方向射入密度相同的

静止水体中出口流量 Q0 = 0. 35m
3 / s, 试求射流中心流速达到 0.

3m/ s 的距离。

6-2 静止流体中二维平面射流初始半宽度 b0 = 0. 1m ,初始流

速 u0 = 20m/ s ,求射程 x 1 = 2m处射流断面的轴心流速 um 及平均

流速 u1 (断面边界取在 u = 0. 1 um 处)。

6-3 某体育馆的圆柱形送风口, 直径 d 0 = 0. 6m, 风口距比赛

区为 60m。要求比赛区风速不得超过 0. 3m / s ,问风口的送风量不

应超过多少?

6-4 一排污管将生活污水排入水库, 排污管出口为宽矩形, 短边长
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度 0. 15m, 出口颊位于水面以下 20m 处, 出流方向垂直向上, 出射

流速 u0 = 3m/ s ,污水浓度为 960ppm,叵污 8 水密度与库内的密度

很小可以忽略,试求污水到水面处的最大浓度及平均稀释度。

6-5 叵将上题中出口断面改为 D = 0. 15m 的圆形出流孔, 试

求污水到达水面处的最大流速,最大浓度及平均稀释度。

6-6 一圆孔射流射入密度相同的静水中, 出口直径 D = 0.

2m, u0 = 4m/ s , 出口断面示踪物浓度为 C0 , 试求距喷口距离 X =

4m 断面上流量及从中心至 r = 0. 2m 范围内所含示踪计算物占整

个断面示踪物量的百分比。

6-7 在水下 17. 2m 深处的一个圆形污水排放口。其 u0 = 3.

1m/ s , D = 0. 1m,
Δρ0
ρk

= 0. 025。试计算垂向排放(θ0 = 90°)和水平

排 YT (θ0 = 0°)时水面的轴线稀释度 S 0 (卷吸系数 α= 0. 082)。

6-8 直径 D = 0. 2m 的一排污管以初始角θ0 = 45°方向排入海

中,出水口位于海面下 50m 深处, 初始流速 u0 = 3. 17m/ s ,若海水

密度均匀, 污水与海水的相对密度差为 0. 02, 试绘出浮射流的轨

迹。

6-9 排污管将污水排入海中, 出口流速为水平向, 污水浓度 C0

= 1200ppm, 出口在海面下的深度为 26m, 出口直径 D = 0. 25m,

流速 u0 = 0. 3m/ s。污水与海水间的相对密度差Δρ0 /ρk = 0. 018, 试

计算污水到达海面处的轴线稀释度及断面平均流速。

6-10 排污孔淹没于海面下 30m 处,出口流速 u0 = 0. 5m/ s, 污

水与海水相对密度差为 0. 0005, 出口直径 D = 0. 2m ,试比较射角
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θ0 = 0°、45°、90°三种情况下浮射流到达海面处的轴线稀释度及浮

射流厚度。

6-11 射流从垂直方向自渠底射入明渠中 (如图)出口直径 D

= 0. 4m, 出口流速 u3 = 5m/ s , 渠中水深 h = 12. 0m, 渠中流速 u a

= 0. 5m/ s

试估算:  �1. 射流不发生弯曲的近区长度

2. 水深为 3m 处射流平均宽度 Δy

3. 弯曲区终点位置
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